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PREFAZIONE 



Scrivendo questi Elementi mi proposi un doppio scopo : 
abbandonare l'antica separazione della Geometria piana dalla 
solida, tentare di stabilire rigorosamente le verità, fondamentali 
della Geometria e le teorie dell'equivalenza , dei limiti , della 
mism-a. È naturale che io dovessi sempre cercare il rigore scien- 
tifico, ed apparirà dalle seguenti considerazioai perchè volli 
fondere la Geometria piana colla solida. 

Esiste molta analogia tra certe figure del piano e certe figure 
dello spazio, studiandole separatamente rinunziamo a conoscere 
tutte le c(Be che questa analogia ci insegna, e cadiamo volonta- 
riamente in ripetizioni inutili. Di piii obbligandoci a cercare le 
proprietà di una linea o di una superficie, senza potere utilizzare 
gli enti geometrici posti fuori della linea o della superficie 
stessa, limitiamo le forze di cui possiamo disporre, e rinunziamo 
i materiali geometrici eoi quali sì potrebbero 
ì le eoatruzioni e le dimostrazioni. Infatti, come sì 
può costruire il punto medio dì un dato segmento senza uscire 
dal segmento stesso? Adoperando enti geometrici di un piano 
che lo contenga la costruzione è nota e semplicissima. Come 
si pu6 costruire un triangolo isoscele che abbia ciascuno dei 
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due angoli uguali doppio del rimanente, senza uscire dal suo 
piano e senza applicare la teoria dell'equivalenza o delle pro- 
porzioni? Il triangolo si costruisce iaeilmente, e seuza applicare 
la teoria dell'equivalenza o delle proporzioni, se adoperiamo 
enti geometrici posti fuori del suo piano {pag. 92). Potrei por- 
tare altri esempi per far vedere sempre piìi quanta semplifica- 
zione si può introdurre, nelle dimostrazioni e nelle costmzioni, 
studiando insieme le figure piane e le solide, e se molti di questi 
esempi finora non si sono presentati, nella Geometria elementare, 
è proprio l'antica e cintante divisione clie ha impedito di scoprirli. 
Non 'il obbietti poi che pei i pimcipianti sia più facile 
coRLepiie un angolo che un diedio uà triangolo che un tnedro 
u perche si costringe la mente degli allievi i pent^are e dise 
gnare boìamecte figure piane nei pnmi anni dei loro studi geo- 
metrn,! se trovano in seguito difhcoltà juindo onn l,i tretti 
a pensale e disegnare figure solide 

RiccAEDO De Paolis. 
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NOZIONI PRELIMINARI (N. l). 



Si dice p}'(^rìetà di una cosa, ogni verità, che si concepisce 
consideranclola. 

Si dice rapporto tra più cose, ogni verità concepita consi- 
derandole insieme. 

Dalla natura intima delle cose discendono dei rapporti, 
necessari ed imnnutahiU, cho ai chiamano leggi. 

I rapporti che legano una cosa ad altre cose cognite, neces- 
sari e sufficienti per fissarne la natura, costituiscono la <j£fì,- 
niziane della cosa. 

Per definire una cosa bisogna fissare i rapporti che ha con 
altre, quindi non tutte le cose possono essere definite (N II). 



DEPIHIZIOHI 



1" Dcrff«j(! 'Jitjiiiflca paitiie da lapporti ccgniti f pimiReie t niion 
lapporti, che ne siano comei/vense 

2» Biditrre significa npnitai e la conoscenza di nniappoitn a quella 
di altii, che lo diano come con^eguenza (N IIIi 

3' Una coaa ai dice daia, quando e umorosamente determinata la sin 
natuia, iia con una definizione, se pu6 npoftaisi Lompletainente ad altre 
cose cognite, sia eon\enendo di cont^ederle piojnetó tufflcienii pei de 
dnrjie loI ragionamento tuttb le altre 

4' La scienza di una data cosa e il complesso di tutte !e «Jue prò 

5" Le propiietà di ima data cosa lengono espresse per mezzo dipi o- 
jiosistom, il CUI enunciato e eompotto di due parti Wpotesi, cioè Im 
sieme delle verità supposte o la te\i cioè 1 insieme delle venta che ''e 
ne deducono 
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6' Due proposizioni à dicono inverse, quando ciascuna si deduce dal- 
l'altra scambiando l'ipotesi e la tesi; feciprocAe, quando ciascuna è con- 
seguenza dell'altra; incompatibili, quando non possono essere vere con- 
temporaneamente; cojift-atEiHone, quando ciascuna è la negazione dell'altra 
(N. IV). 

7' Le proposizioni che è imponibile non ammettere, essendo evidenti 
per se stesse, si dicono assiomi ; quelle che conveniamo di ammettere, 
affinchè una certa cosa sia <3ata, si Axaimo postulati; quelle che si dedu- 
cono come cocseg:uenze necessarie degli assiomi e dei postulati, si dicono 
teoremi (N. V). 

8" La dimostraaione di un teorema è il l'agionamcnto, che si fa per 
dedurre la tesi dalla ipotesi. 

9" Le conseguenze immediate, che si possono dedurre da ima o più 
proposizioni, si chiamano corollari (N. VI). 

10" Sj'soteere un problema significa dare una o più cose, soluzioni 
del problema, quando si conoscano i rapporti che debbono avere con altre 
cose ec^:nite, dati del problema. 

H* Un problema è determinato, se ammette un numero finito di solu- 
Honi, se ne ammette infinite è indeterminato, se non ne ammette alcuna 
è impossibile. 

12»- Se tm problema determinato ammette 1, 3, 3... soluzioni, dioesi 
di 1", 2", 3"... grado. 

13» Due problemi, necessariamente dello stesso grado, si dicono re- 
ciproci, quando le soluzioni di uno danno tutte le solnzioni dell'altro, e 
viceversa (N. VII). 



I vari metodi escogitati per guidare nella ricerca e nelia 
dimostrazione dei teoremi, come pure nella risoluzione dei 
problemi, si riducono ai tre seguenti: 

1" Analisi. — n metodo analitico, per ia dimostrazione 
di un teorema, consiste nel trovarne un secondo, di cui il 
primo sia conseguenza, poi un terzo, di cui sìa conseguenza 
il secondo, e cosi di seguito, finché si giunga ad una propo- 
sizione già staiilita, dalla cui verità discende naturalmente la 
dimostrazione del teorema dato, 

II metodo analitico è essenzialmente di riduzione. 

La scelta dei successivi teoremi ò arbitraria, purché da 
ciascuno si deduca il precedente: ne segue che il metodo ana- 
litico è semplicemente un aiuto, potendo accadere, secondo la 
maggiore o minore attitudine individuale, che venga indefl- 
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iiitamente prolungata la catena dei successivi teoremi, senza 
riuscire a ricturre quello flato a dipendere da una proposizione 
stahiUta. 

Ordinariamente, invece di cercare un teorema di cui sia 
cons^uenza queUo dato, è più fàcile trovarne un secondo 
conseguenza del primo, poi un terzo conseguenza del secondo, 
e eoa di seguito. Se questi teoremi sono -mccessivamente 
reciproci due a due, giungendo ad una proposizione stabilita, 
veniamo a dimostrare il teorema dato. 

Il metodo analitico, per risolvere un prohlema, consiste nel 
trovare un secondo problema reciproco del primo, poi un 
terzo reciproco del secondo, e così di seguito, iìno a che si 
^unga ad un problema che sappiamo risolvere; allora tutte 
le sue soluzioni ci danno tutte le soluzioni del problema pro- 
posto. 

Se invece di essere reciproci due problemi consecutivi, tutte 
le soluzioni di uno qualunque fornissero soluzioni del prece- 
dente, si avrebbero soluzioni del problema dato, ma potrebbe 
darsi che non fossero tutte. Se poi le soluzioni di un problema 
qualunque fornissero soluzioni dei seguente, arrivati ad un 
problema risoluto, si avrebbero soluzioni, che darebbero tutte 
queìle del problema proposto, ma ce ne potrebbero essere 
anche delle intruse. Infine può darsi, in questi due ultimi casi, 
che si perdano soluzioni del problema dato ejse ne acquistino 
delle estranee (N. YIII'). 

2" Sìnteaì, — Il metodo sintetico, per la dimostrazione di 
un teorema, consiste nel partire da una proposizione già-" sta- 
bilita e dedurne una seconda, da questa una terza, e cosi di 
seguito, finché si giunga al teorema proposto, che allora 
rimane dimostrato, 
li metodo sintetico è essenzialmente di deduzione. 
Conoscendo una dimostrazione analitica di un teorema, se 
ne può avere Una sintetica rovesciando l'ordine delle censi- 
derazioni. 

Il metodo sintetico, per la risoluzione di un problema, con- 
siste nel partire da un primo problema e dedurre dalla sua 
risoluzione quella dì un secondo, da questa quella di un terzo, 
e cosi di seguito, finché si arrivi alla ri^oluzione del problema 
proposto. 
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Ne! metodo sintetico la maggior difficoltà consiste nella 
scelta del punto di partenza. Non si può fissare a capriccio, 
perchè probahilmento si farebbe una infinità di tentativi inutili. 
In una ricerca bisogna dunque intuire un certo legame, sia 
pure va^o, tra la proposizione da cui si parto o quella a cui 
si vuol giungere; ed allora si viene, più o meno latentemente, 
a s^uire il metodo analitico. 

In generale nella ricerca delle proprietà di una cosa è da 
preferire il metodo analitico, perchè offre un punto di par- 
tenza sicuro; quando invece le proprietà sono trovate, trattan- 
dosi di dimostrarle, è preferibile il metodo sintetico, poiché 
la sintesi ha il vantaggio di farci vedere come da una pro- 
prietà semplice, che piano piano si feconda, nasce la proprietà 
che si vuole dimostrare. Durante la dimostrazione di una 
proprietà assistiamo al suo sviluppo, rimanendo pienamente 
soddisiktti della sua maniera di essere, dopo di aver veduto 
perchè la proposizione è cosi e non altrimenti (N. IX). 

3° Bidazione all'assurdo. — Date due proporzioni con- 
tradittorie, dalla verità di una coi^egue nece^ariamente la 
falsità dell'altra, e viceversa. Una proposizione resta dunque 
stabilita, quando si provi falsa la sua contradittoria. In ciò 
consiste un metodo di dimostrazione rigoroso, ma che deve 
essere ordinariamente evitato, preferendo i metodi antecedenti, 
che non sono cosi artificiosi ed indiretti, che convincono ed 
illuminano. Alcune volte però la riduzione all'assurdo, e per 
la dimostrazione delle proprietà reciproche specialmente, 'ìi 
presenta come un metodo semplice e breve; non riteniamo 
quindi che questo metodo debba essere completamente cscÌu^ìi 
(N. X). 



ABBREVIAZIONI 



A. Assioma. 
P. Postulato. 
Pr. Problema. 
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N. Nota. 
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ELEMENTI DI GEOMETRIA 



Che cosa è Ut Geometria? 



*. Considerando i corpi circostanti, nasce s 
in noi il concetto della estensione, alla quale non sappiamo 
concepire un limite assonato, quantunque tutti i corpi ci si 
manifestino terminati, Esprimiamo, così dicendo, che i corpi 
sono immersi in uno ^azio non interrotto, iUimitak) (N. XI), 

S. Definizione. — La Geometria è la scienza della esteuBÌone (N. XII). 

Una cosa deve essere data, onde sia possiLOe fondarne la 
scienza. Trattandosi della Geometria, e non potendo definirne 
l'estensione, siamo costretti ad ammettere un sistema di po- 
stulati conformi ai risultati della esperienza ripetuta (N. Xin). 
3. Noi daremo sempre un carattere generale alle verità 
dedotte dall'osservazione, bencliè questa sia possibile solo den- 
tro limiti assonati, e ciò equivale a ritenere lo spazio omo- 
geneo, ossia ugualmente costituito ed accessibile in ogni sua 
parte. Così, mentre guidati dalla esperienza riconosciamo che 
certi corpi (soMi) non Tengono deformati, quando si movono, 
ossia ci producono le stesse impressioni, qualunque posto occu- 
pino nello spazio, generalizziamo dicendo: 

In tutto lo spazio è possibile il movimento di certi coi'pi (solidi), sew.» 
deformazione (N. X.IV). 
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LIBEO I. 



LE VERITÀ FONDAMENTALI BELLA GEOMETRIA 



I. Le figure geometriche ed i loro elementi. 

4. Fissando l'aitenzione sopra un dato corpo, ci formiamo 
l'idea di una porzione di spazio da esso occupala, la quale si 
chiama solido. Considerando due parti consecutive di un 
solido, arriviamo a formarci l'idea astratta di un limite che 
le separa, il quale si chiama superficie: analogamente nasce 
l'idea di un limite che separa due partì consecutive di una 
superficie, il quale ai chiama linea, e di un limite che separa 
due parti consecutive di una linea, il quale si chiama punto. 

5. Possiamo immaginare in un soUdo innumerevoli super- 
ficie, linee e punti; sopra una superficie innumerevoli linee 
e pimti; sopra una hnea innumerevoli punti. 

Cosi possiamo imme^nare immmerevoli superfìcie, che ab- 
biano comuni una o più linee, innumerevoli linee e superfìcie, 
che abbiano comuni uno o più punti. 

C Deflnizione. — Figura è na complesso qualunque di solidi, su- 
perficie, linee e punti, che si chiamano i suoi elementi. 

Rappresenteremo le figure con un disino composto da 
immagini materiali, atte a dipingere la forma e la posizione 
relativa dei loro elementi; per distìnguerh basta indicare i 
punti, le linee e le superfìcie, rispettivamente coi simboli 
A, B, C,...; a, ì), e,...; a, p, t,- 
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K. Una superficie rispetto allo spazio possiede due lati; 
lo stesso dicasi rispetto ad una superficie per ogni sua linea, 
che non la limita, e rispetto ad una linea per ogni suo punto, 
che non la limita. 

8. La più sempUce tra le linee è la retta, tra le super- 
ficie è il lìiano. Tutti hanno un concetto esatto della loro 
forma e delle loro prime proprietà, rivelate continuamente 
dai sensi, o ripetutamente verificate colla esperienza. La retta 
ed il piano non si possono definire, senza supporre la nozione 
di altre linee e superficie meno semplici; perciò domanderemo 
la concessione delle loro proprietà più ovvie, necessarie e 
sulHcienti per individuarle (N. XV). 

Definizioni. — 1» I punti, le rette ed i piani, si dicono gli elementi 
fonda/mentali dello spazio. 

2» Una figura ai dice fondamentale, ijuando sono fondamentali tutti 



tt. Come noi passiamo dall'idea concreta dei corpi (solidi) 
a quella astratta dello figure geometriche, così possiamo pas- 
sare dal concetto del loro movimento a quello astratto del 
movimento geometrico delle figure, ammettendo i ì 



Postulato I. 

r In tutto lo spazio é possibile il movimento delle 
figure geometriche, e senza deformazione. 

2° Una figura si può movere tenendo fisso uno 
dei suoi punti. 

3" Una figura si può movere tenendo fissi tutti i 
suoi punti situati sopra una stessa retta. 

4° Per fissare una figura è necessario e sufiìcìente 
fissare tre dei suoi punti, non situati sopra una 
stessa retta (N. XVI). 

IO. Definizioni, — 1= Quando una figura si move, rimanendo fisso 
uno dei suoi punti, diciamo ctie rota intorno ad esso come centro. 
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2" Quattdo una figura «i move , ruflaneiido Abbi tutti i suoi punti 
situati sopia una stessa ietta diciamo che toln mtoino ad os-.a come 

11 In geiieiale, date due figure geometiiche, un punto 
ed uno solo di una si può tiaspratare m un punto dell'altta 
scello ad arbitrio poiché dopo ciò la fìguia avendo un punto 
iis?o, non può che lotaie intorno ad e'^so 

IS Definizioni — 1" Diremo che due figure sono co'noi'lenh, 
quando Ofem punto di una è un p^nto dellaltia, e Mcever-a 

2» Due figuie fi dicono ugnali, quando, trasportate comemente- 
inonte nello spazio, possono coinoideie 

S'' Seunatgura ed una sola, soddisfi teite date condmoni, duerno 
che limane da esse individuata 

4= Una figura, che soddisfacendo le condizioni imposte m una data 
questione, non rimane da esse individuata, potendo passaxe da una pò- 
aiaione ad un altia, si dice vanabile colla ìeggb espre&aa dalle date con 
dizioni 

5" Due figuie vanahili ii dicono dipendenti, -jo ciascuna in ogni 
Bua posizione, determina una o più figure con ispotià^iti che siano ik)»i 
zioni dell altra 

0» La dipendenza fra duo Jjguie sanabili e univoca, '■e ad una pò 
siaione di (.las una conisponde um posiiione, ed una sola, dell altra 

Consideiando due figuie uguali come po&izioni di una ste&sa 
t^ui a ^ ariahfie, vediamo che '^i puiS stabilire una dipendenza 
ira i loio elementi, chiamando eoirisponiJenti cpielh che ven- 
gono a coincidere, quando comcidono le due flgui e Se le due 
tìguie uguali possono comcidei e in più modi, si può stabilii e 
m più modi la coiiispondenza tra i loio elementi, se possono 
coincideie in un modo solo, la coiiispondenza tia i loio eie 
nienti è univoca 

Corollari, — 1" Onde far coincidere una figura con un'altra 
uguale, basta porre tre dei suoi punti, non situati in linea 
retta , sopra tre punti corrispondenti dell'altra, ovvero fare 
coincidere tanti elementi coiiispondenti, finché non sia più 
possibile il movimento della figura. 

2° Può darsi che una figuia sia individuata, guaodo siano 
dati alcuni dei suoi elementi Due figure sono i^ah, se pos- 
sono contemporaneamente comcidere gli elementi che le indi- 
viduano. 
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3" Due figure uguali ad una terza sono uguali fra loro. 
Esprimeremo l'uguaglianza di due figure Pj, F^ col simbolo 
F, = Fj, e lederemo: F^ è uguale ad Pj. 
Se F, = P, F, = F abbiamo anche F, = Fj (N. XVII). 



IL Gli elementi fondamentali dello spazio. 



13. La retta è una linea indefinilxi,, in altre parole non 
ha punti; che la limitano necessariamente. Nelle figure rap- 
presentiamo una retta con una sua parte limitata. 



TJn punto, movendosi sopra una retta, non può passare da 
un lato all'altro di un suo punto fìsso, senza prenderne la 
posizione. Comunemente esprimiamo questo fatto dicendo che 
una retta è divisa, in due partì, da ciascuno dei suoi punti. 

Definizione — Un punto di una linea la divide, quando un punto, 
mobile sopra di essa, non puu pa^^aie da un iato all'altro del punto fisso, 
sen7a piendeine la posi7inne 

1-1 liC propiieta già eunce^iso alla retta, ed altre, che 
puie espriiii{)no unzioni roniuni vengono enunciate nel se- 
guente 

Postulato li. 



1° La retta è una linea indefinita, individuata 
quando sono dati due dei suoi punti. 

2° Ciascuno dei suoi punti la divide in due parti 
(13, D). 

3" Rotando intorno ad un suo punto {P. I, 2°), 
ciascuna delle parti, in cui esso la divide, può venire 
a passare per un punto arbitrario dello spazio. 
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La retta r, individuata dai due punti A, B, si può indicare 

con AB. ____„__ 

2- X' S r 

Corollarì. — 1". Due rette distinte non possono avere più 
x; di un punto comune. Se un punto P è 

X.,^ comune a due rette a, b, possiamo indi- 

l Px '-* cario con ai). 

x^ff. 2° Ciascuna delle infinite rette, che 

passano per un punto, è individuata prendendone un altro 
punto arbitrariamente nello spazio. 

3° Tutte le rette sono uguali (12, D. 2*), poiché due 
rette a, 6 si possono sempre Èir eoìn- 
, cidere, ponendo un punto P' di 6 sopra 
un punto P di a, e poi facendo rotare 

^^^^^ fi intorno a P', finché una delle due 

6 y * partì in cui P' la divide venga a passare 

per un punto di a. Due rette possono coincidere in più modi (12). 
4" Facendo rotare una retta intorno ad un suo punto, 
finché una delle parti, in cui è divisa da esso, venga a pas- 
sare per un punto dell'altra, le due parti della retta si scam- 
biano (14, G. 1"), quindi una retta è divisa in due parti uguafi 
da ciascuno dei suoi punti. 

*5. n piano è una superfìcie indefinita, in altre parole 
non ha linee, che lo limitano necessariainente. Nelle figure 
rappresentiamo un piano con una sua parte 
limitata. Un punto mobile nello spazio non può 
! da un lato all'altro di un piano, senza 
prendere la posizione di uno dei suoi punti. 
Comunemente esprimiamo questo latto di- 
cendo che lo spazio è diviso, in due parti, da 
ciascuno dei suoi piani. 

Sopra un piano vi sono infinite rette : segnata una fra esse, 
un punto mohile sul piano non può passare da un suo lato 
all'altro senza prendere la posizione di uno dei suoi punti. 
Comunemente esprimiamo questo fatto dicendo che il piano 
é diviso, in due partì, da ciascuna delle sue rette. 

Definizioni, — 1* Una siiperfleie è divisa da una sita linea, quando 
un punto mobile sulla superficie non può passare da un lato all'altro della 
linea, senza prendere la posizione di uno dei suoi punti. 
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2' Una superficie divide lo spazio, o un solido, quando un punto 
ii comunque, o nel solido, non pu6 passare da uu lato all'altro 
della superficie, senza prendere la posizione di uno dei suoi punti. 

tft. Le proprietà già concesse al piano, et! altre che pure 
esprimono nozioni comuni, vengono enunciate nel seguente 

Postulato III. 
1" Il piano è una superficie indefinita, che divide 
lo spa:ìio in due parti. 

2° Contiene tutte le rette, che lo incontrano in due 
punti. 

3° È diviso in due parti da ciascuna delle sue 
rette (15, D. T). 

4" Rotando intorno ad una sua retta (P. I, 3"), 
ciascuna delle sue parti, in cui essa lo divide, può 
venire a passare per un punto arbitrario dello spazio. 
Corollari. — i° Per due punti di un piano passa una 
sola delle sue rette; tra esse infinite ne passano per un sol 
punto, ciascuna individuata prendendone un altro punto arbi- 
trariamente nel piano. 

2° Un piano ed una retta, fuori di esso, non possono 
avere pia di un punto comune, poiché, se 
ne avessero due, la retta giacerebbe ne! 
piano. Se un punto P è comune ad un 
piano a ed a una retta a, si può indicare 
con aa. 

3° Tre piani, che non passino per una 
stessa retta, non possono avere più di un punto comune. Infatti, 
se ne avessero due, dovrebbero tutti e 
tre contenere !a loro retta. 

Un punto P si può indicare con a0^ 
se è comune ai tre piani a, p, f- 

tH- Ammetteremo che una retta r, 
senza staccarsi mai dalla data posizione, 
possa moversi secondo due direzioni op- 
poste, in modo che ogni suo punto A venga in un altro suo 
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punto A.', o viceversa, 
posizioni intermedie...., 



I succesaivainente tutte le 
!, G, D, , o...,D, G, B, 



!, quando i 



Definizione. — Diieiuo ciie una retta ■•coìre %\ 
move senza staenaipi mai dalla data potuione 

*8. Ammetteremo che un piano ir, s>enzà staccarsi mai 
dalla data po'di'iuiie, possa moversi secondo 
due dir^ztont opposte in modo clie una 
sua retta r vei^a a scorrere su se stessa.. 
Con questo movimento tutti i punti A, 
(il TI 11 spostano prendendo nuove 
A B G puie 'iituate sul piano n ed ogni 
punto C di / viene in un punto G pure di r, 
acquistanl siccessn amente tutte le posizioni mtei medie. 

Dofinissioue — Diiea o che un piano co re •• «e teaso itrisciando 
lungo una retti che i-hiaiieiem asse quando i o\e senaa staccarsi 
mai dalla data posizione ed in modo che lasse ^elgft a acorrere su se 
stesso 

19 Ammetteiemo che un piano "^ senza staccarsi mai 
dalia data petizione possa moversi, 
secondo due Aireziom opposte, in 
modo che un suj punto P limarla 
ìo, e che una parte PA di una 
sua retta, condotta per P, venga in 
i un'altra parte PA' di una sua retta, 
pure condotta per P, o viceversa, 
acquistando successivamente tutte le posizioni intermedie 

,PB, PC, PD , o ,PD, PC, PB, 

Defiuisione. — Diremo che un piano scorre bu ae stesso, rotando 
intorno ad un punto, che chiameremo centro^ quando si move senza 
li dalla data posiy.ione, in modo che il centro rimanga fisso. 




ao. Postulato IV. 

1° Una retta può scorrerò su se stessa, secondo 
due direzioni opposte. 
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2° Un piano può scorrere su se stesso, strisciando 
lungo un asse, secondo due direzioni opposte. 

3° Un piano può scorrere su se stesso, rotando 
intorno ad un centro, secondo due direzioni opposte. 

8t- Noi ammettiamo sempre che due rette, o una l'etta 
ecl un piano, sì segano se 
hanno un punto comune; 
cioè ammettiamo, nel pri- 
mo caso, che un punto, 
mobile sopra una qualun- 
que delle due rette, può . 
passare per il punto co- 
mune, passando da un lato 
all'altro dell'altra retta; nel secondo caso, che un punto, mobile 
sopra la retta, può passare per il punto comune, passando da 
un lato all'altro del piano. 

Così ammettiamo pure che si segano due piani, so hanno 
una retta comune, cioè che un punto, mohile 
sopra uno di essi, può passai'e da un lato al- 
l'altro della retta comune, passando da ì 
lato all'altro dell'altro piano. 

Definiziouì. — 1' Due linee, segnate sopra u 
stessa superficie, d segano ia un punto comu 
quando un punto, mobile sopra una ((ualunque eli 
esse, può prendere la sua posizione, passando 
l^to all'altro dell'altra linea. 

2" Una superficie ed una linea si segano in un punto comune, quando 
un punto, mobile sulla linea, può prendere la sua posizione, passando da 
un lato all'altro della superfìcie, 

3' Due.superficie si segano-'va una linea comune, quando im punto, 
mobile sopra una qualunque di esse, può passare da un lato all'altro della 
linea comune, passando da un lato all'altro dell'altra superficie. 

Da queste definizioni discende immediatamente che, se due 
linee di una superficie si segano, su ciascuna vi sono punti 
situati in lati opposti rispetto all'altra; se una linea sega una 
superficie, contiene punti situati in lati opposti rispetto alla 
superficie; se due superficie si segano, su ciascuna vi sono 
punti situati in lati opposti rispetto all'altra. 
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Postulato V. 

r Due rette, che hanno un punto comune, si 
segano in esso (21, D. V). 

2" Una retta ed un piano, che hanno un punto 
comune, si segano in esso (21, D. S"*). 

3° Due piani, che hanno una retta comune, mì 
segano in essa (21, D. 3"). 

«». Teorema 1" — Un piano è individuato da 
tre dei suoi punti, non situati sopra una stessa retta. 

Siano A., B, C i Ire punti dati, non situati sopra una stessa 
retta, ed a, ì>, e le tre rette BG, CA, AB, che determinano due 
a due; per cui A, E, C sono i punti bc, ca, ab. Facendo rotare 
un dato piano ir intomo ad una sua retta, 
possiamo ferie passare per il punto A 
{P. ni, 4°); feicendolo rotare intorno ad una 
sas. retta, condotta per A, possiamo farlo 
passare anche per B, e finalmente, fecen- 
dolo rotare intorno alla sua retta e (P. Ili, 2°), 
possiamo farlo passare per C. In questa posizione tt contiene 
i tre punti A, B, G, e quindi le tre rette a, ì), e. Resta così 
dimostrato che almeno un piano passa per i tre punti dati. 
Supponiamo ora che vi passi anche un secondo piano -re'. 
Dato un punto qualunque D di Tt, se prendiamo sopra & un 
punto F, in modo che D, F siano in parti opposte rispetto ad 
a, ciò che e sempre possibile, poiché 6 ed o hanno un punto 
comune G (P.V, 1°), la retta DF incontra necessariamente a 
in un punto E (P. IH, 3"), ed avendo i punti E, F comuni con 
TI, Tt', è comune ai due piani (P. IH, 2"), quindi D è anche un 
punto di it'; ma D è preso comunque sopra tt, dunque tutti i 
punti di Tt' sono punti di ti. dunque non' coincidono (13, D, 1"), 
e perciò per 1 tre punti dati passa un piano, ed uno solo. 

Il piano individuato dei tre punti A, B, C, si può rappresen- 
tare con ABC. 
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— 15 — 

CoioUaii — 1 ( la-jcunft degli infiniti piani che] 
in due punti dati e quindi lei la 1 ro ietta è individuato 
prendendone un atfio punto arbitiarianente nellì spanio, ma 
fuon della retta fissata 

2" Ciascuno degli infiniti piani he pa^i^ano per un dato 
punto è individuato piendendone arhitiaiiamente nello spazio 
due punti che non siano m Imta ietta con 
quello fisso cioè piendt-ndone uni ietta che 
non passi pei il punto fl&so 

Il pian) mdividiato lalla rotta a e lai 
punto A dito fuou li e=tea y può jnìif^re " I 

con «A 

i Pei due lette chesinc ntimo pa=!&a un piano ed uno 

olo '^e le lette a fi sinconliaio in G e '«e 

A e un punto di ? e B un punt > di « il piano 
ABC contiene « 6 e pei queste ietto non ve 
ne passa un altio pei che uno '•olo conlieup 
ABC 

11 piano mdiviJuato da due leitle a h chf 
smcontiano i può indicate con al 




SS. Teorema. — Se due piani hanno un punto co- 
mune, hanno comune una retta, che passa per esso. 

Siano a, p due piani, e aia G un punto comune. Nel piano a 
conduciamo per il punto G due rette r^, r. 
divìsa in C dal piano p, ciascuna contiene 
punti situati in parti opposte rispetto ad . 
esso (P.V, 2°), quindi possiamo prendere 
sulla /■„ un punto E e sulla r, un punto F, 
in modo che E, P siano uno nell'una e 
l'altro nell'altra delle due parti in cui p 
divide lo spazio (P. Ili, 1°). La retta EP ^^ 
incontra p in un punto D (15, D. 3°), evi- 
dentemente comune ad a, p, quindi la 
retta CD appartiene ad amhidue i piani 
dati, perchè incontra ciascuno di essi in due punti C, D. Di 
più fnori di CD i piani a, p non possono avere altri punti 
comuni, poiché, se ciò non fosse, essi coinciderebbero, dunque 
il teorema è dimostrato. 
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Se una retta è comune a due piani a, p sì può rappresen- 
tare con «0. 

Corollario. — Se tre piani hanno un punto comune, due 

a due s'intersecano secondo tre rette, che passano per esso. 

ti. Corollari. — 1° Tutti i piani sono uguali. Due piani a, p 

B far coinci- 



dere, in modo che una data 

faccia di a cada sopra una 

data faccia di p, ponendo una 

retta & di p sopra una retta a 

di a (13, G, 3°X un punto P 

di 6 sopra un altro arbitrario 

P' di a, e poi facendo rotare 

p intorno a &, fìsiche una delle suo parti venga a passare 

per un punto di a. 

Due piani possono coincidere in più modi (12). 

2" Dato un piano Tt, una sua retta r, ed uà punto P di r, 

facciamo scorrere n su se stesso, rotando intomo al centro P, 

~"~~~s~. "^ fmchè una delle parti staccate da P sulla r 

e • venga a coincidere coll'altra (P. TV, 3°). I punti 

'~ A, B, C posti sopra una delle parti di n, 

'' p '" staccate da r, vengono a prendere le posi- 

' y — ' ' '^ zìoni A', B', C'..., corrispondenti sull'altra, e 
•B' si scambiano le due parti dì tt; perciò diremo 

che un piano è diviso in due parti uguali da ciascuna delle 
sue rette. 

Possiamo giungere a questa conclusione in altro modo, fa- 
cendo rotare r intomo ad r finché una delle due parti in 
cui è diì'iso da r passi per un punto 
dell'altra, ritornando cosi il piano nella 
primitiva posizione, dopo avere scam- 
bialo le sue facce. 1 punti A, B, C 

posti sopra una delle parti di n, staccate 

da r, prendono le posizioni A', B', C, 

corrispondenti sull'altra, e le due parti si scambiano, però in 
modo diverso dal precedente, poiché mutano faccia. 

Definizioni. — 1" Due figure di uno stesso piano sono direttamente 
•uguaU, quando fissandone una, l'altra si può far coincidere con essa mo- 
vendola convenientemente sul piano. 



c_ -^ 

C 

A 
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3= Due figure di uno stesso piano si dicono ii 
quando fissandone una, l'altra si può far coincidere con essa, scambiando 
le due facce dei piano, e movendola convonieutementc su di esso. 

Un piano è diviso da ciascuna delle sue rette in due parti, 
che sono direttamente e inversamente uguali. 



III. Le figure geometriche elementari. 



Sfi. DeflniBioiie. — Si chiamano figure elementari, <{uelltì che hanno 
per elementi o due punti, o due rette di uno stesso piano, o due piani. 



Postulato VI. 

Data una figura elementare, è sempre possibile 
far coincidere contemporaneamente ciascuno dei suoi 
due elementi coll'altro (N. XVIll). 

Ora passiamo a considerare separatamente le tre diverse 
specie di ligure elementari. 

1. I 



SB, Deflniaioni. — 1' Due punti staccano dalla loro retta una parte 
Anita, la quale ■-i dico ii segmento, che ha per estremi i due punti. 

Un punto di una retta può percorrerla, movendosi da un 
lato dall'altro, in due direzioni opposte, e cosi un segmento, 
i cui estremi sono A, B, può immaginarsi percorso da un punto, 
elle, partendo da A, arrivi in B, morendosi 

forzatamente nella direzione AB, ovvero ■ ■■■■ ■ ■■■ - •■ ■■ ■ — 

che, partendo da B, arrivi in A, moven- 
dosi forzatamente neUa direzione BA. Questi due casi si pos- 
sono distinguere rappresentando il segmento con AB, e con BA. 
2" Dei due estremi di un segmento, descritto in un dato senso, 
^origine è quello che lo descrive, l'altro è il termine. 

Così l'origine di AB è A, e il termine è B. 

Db Patois. — Sismtntì di BeameWia. 3 
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— IS- 
SI. Due aegmenti AB, A' B' sono uguali, se possiamo far 
coincidere contemporaneamente A con A' e B con B'. Dato 
un segmento AB, possiamo sempre porre A in B e B in A 
(P. YI), dunque AB = BA. 

A B A' B- 



Definizione. — Un segmento si dice che ò la distanza della sua 
origine dal. suo termine. 

n segmento AB è la distanza del punto A dal punto B. 
Essendo AB = BA, abbiamo che A è distante eia B, come B è 
distante da A. 

Dati tre punti A, B, G, se AB = AC il 
punto A è equidistante da B e da C. 



2. Crii angoli. 



88. Passando alle rimanenti figiu-e elementari, dobbiamo 
distinguere due casi: le due rette, o i due piani, elementi 
della figura, posino o no incontrarsi. 

Che le due rette possano avere un punto comune, e i due 
piani una retta comune, è evidente; vedremo poi che si pos- 
sono anche pensare figure elementari formate da due rette, 
da due piani, che non s'incontrano. Per ora hmitiamo le 
nostre considerazioni al primo caso. 

Z9, Definizioni. — 1* Due partì indefiiiite di retta, uscenti da uno 
atesso punto, tagliano il loro piaao in due parti, che si dicoao angoli. 

2'- 1 lati di im angolo sono le due parti di retta, clie lo determinano ; 
le due parti rimanenti si dicono i prohmgawtenti dei latì; il loro punto 
e dell'angolo. 

ì rette APG, BPD, di uno stesso punto P, si divi- 
dono in quattro parti PA, PC, PB, PD, e 
due di queste parti PA, PB dividono il loro 
piano in due aiuoli. 1 loro lati sono PA, 
, i prolui^amenti sono PC, PD, e il 
punto P è il vertice. 

Definendo l'angolo non abbiamo escluso 
che PA, PB possano essere due parti di 
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una stessa retta: se ciò avviene, ì due angoli si riducono alle 
due parti staccate dalla retta AB sopra uno dei suoi piani. 

3=- Un angolo si dice piatto, quando i suoi lati sono duo parti ài 
una stessa retta. 

Naturalmente qualunque punto di questa rotta si può con- 
sidei-are come vertice dell'angolo piatto. 

Parlando degli angoli di due segmenti, le cui rette s'incon- 
trano, intendiamo di considerare quelli delle loro rette. 

30. Una retta può rotare in un suo piano ed intorno ad 
un suo punto come centro, morendosi da un lato o dall'altro in 
due direzioni oraste ; così uno d^li angoli, che hanno per lati 
PA, PB, ai può immaginare descritto dal lato PA, che si mova 
nel piano rotando in una data direzione intomo al vertice P, 
finché acquisti la posizione dell'altro lato PB, ovvero si può 
imraE^iiiare descritto dal lato PB, che si mova nel piano 
rotando nella direzione opposta intorno al vertice P, finché 
acquisti la posizione dell'altro lato PA. 

Evidentemente dati i due lati di un angolo e la direzione 
in cui si deve movere uno dì e^i per descriverlo, l'angolo è 
individuato. 

Definizioni — 1'' Dei due lati di un angolo de ntto in m dato 
senso longme o quelle che lo descine laltio r il i^inune 

2» Quando un lato desiiive un angolo acquista iitinte pjii/ioni 
che SI dicono comprese dentro 1 angolo 

3^ Un angolo che non sia piatto ^i dice conuiio o conopsso se 
comprende o no i piolungamenti dei àup lati 

Cosi dti due angoh tormati dei lati PA PB uno comprendt 
] prolungamenti PC, PD, ed è concavo, l'altro non li comprende, 
ed è convesso. 

Dicendo: l'angolo dei lati PA, PB, intenderemo sempre quello 
convesso; se invece dovremo considerare quello concavo, lo 
avvertiremo esplicitamente. 

Quando un angolo ha per ormne il lato PA e per termine 
il lato PB, si può indicare con P.AB; e quando ha per origne 
il lato PB e per termine il lato PA, si può indicare con P.BA, 
senza temere equivoci, avendo convenuto di considerare il 
solo angolo e 
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3-i. Due angoli P.AB, PTi'B', convessi o concavi, sono uguali 
g,ye possiamo far coincidere contem- 
poraneamente P' conV, P'A' con FA, 
P'B' con PB. ^_^ 

Dato un angolo qualunque P.AB 
possiamo sempre porre contempora- 
neamente PA in PB e PB in PA (P. VI), duniiue PAB = P'Sl. 
Tutti gli angoli piatti sono uguali fra loro. 

316. Definizioni. — 1^ Due angoli si dicono st^pletnentari, qiiaiido 
poaaotto dispersi in modo che abbiano un Iato comune, e gli aìtri duo 
distinti àano ciascuno il prolungamento dell'altro. 

2* Due angoli si dicono opposti al vertice, quando sono disposti in 
modo che i due lati di ciascuno siano 1 prolungamenti dei due lati dell'altro. 
Due rette APG, BPD, che hanno un punto comune P, staccano 
dal loro piano quattro angoli 

PAB, P3G, pIO), RDÀ. 
Le due coppie 

P.AB, RCÌ); P.BC, P.DA 
sono formate da angoli opposti al vertice, o le altro 
PAB, P^BC; RCÌ), Pm 
RBÀ, PAD; pIdC, PiCB 
sono formate da angoli supplementari, 

3S. Teorema 1° — Bue angoli opposti al vertice 
sono uguali. 

Siano APG, BPD due rotte di uno stesso punto P, dimo- 
striamo che p!bG = pSa. Ponendo contemporaneamente PA 
in PB e PB in PA (P. VI), la PC si scambiatila PD^indi 
PA, PD vengono scambiate con PB, PC, e PÌBG = P.DA. 

Questo teorema è una conseguenza immediata dell'ultimo 



Corollario. — Dato l'angolo P.AB, i due supplementi 
P'AÌ), p!bc sono uguali, e quindi sono uguali tutti i supple- 
menti di PAB, dovendo uno qualunque coincidere con uno 
dei due P.AD, P"^, affinchè possa disporsi in modo che abbia 
un lato comune con RAB, e l'altro sia il prolungamento del- 
l'altro lato di PAB, 
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Teorema 2° — Sono uguali gli angoli supple- 
mentari di angoli uguali. 

Gonsideriamodue angoli uguali PAB, p7À/B', ed i suppie- 
menti P.BC, P^!b^'. Facendo coinci- 
dere P'A', P'B' con PA, PB, il prò- ' 
lungamento P'ff di P'A.' coincide col 
prolungamento PC di PA, e P.BC 
= P'.B^; quindi i supplementi del- 
l'angolo PAB sono uguali a quelli 
dell'angolo P.'A'B'. 

34- Due rette A,B„ AjBj di uno 
stesso piano, segate da una terza CD 
nei punti Pj, P„ formano otto angoli, 
che si separano in quattro coppie di 
aiuoli uguali, perchè opposti al ver- 
tice (33. T, 1"), ed in otto coppie di 
angoli supplementari. 

DefinìzionL — 1= Degli otto angoli, ottenuti se^do due rette^di^uno 
stesso piano con una tsmi, quattro como^Ail), PjB^, PJXG, FjBf. si 
dicono esterni, gli altri ijuattra come IvÀ[G, P^^G, P^A^, Pi.BiD si 
dicono interni. 

2" Due «Bgoli come P^|G, Pj.BjD ai dicono «iberni interni; due 
altri come Pj.Ajt», P,.Bj; eì dicono alteT^t esterni. 

3» Due angoli come P^AjC, P^A^ si dicono coniugati interni ; 
due come P^AJÌ), Pi.AjG ai dicono coni-agati esterni. 

4= Due angoli come P^AJD, Pj-A^D, uno intemo e l'altro esterno, 
si dicono corrispondenti. 

CoToUarì. — 1" È tacile ì-orifìcare chf se sono uguali 
due angoli coirispondenti, alterni interni o alterni esterni, 
sono uguali fra loro quelli corrispondenti, alterni interni o 
alterni estemi, di ciascuna coppia. 

Così, per esempio, se sono uguali gli angoli corrispondenti 
P,.A,D, Pj.AjD, risultano uguali i due angoli alterni intei'ni 
P,.A,C, Pi.BjD, perchè wono loro supplementi (33, T. 2°); ed 
essendo uguali PjAjD. P^^C (33, T. 1"), anche gli angoli 
alterni esterni Pa.AjD, Pj-BaC sono uguali. 

2" Se sono uguali fra loro gli ai^li corrispondenti, alterni 
interni o alterni esterni, di ciascuna coppia, due angoli con- 
iugati, interni o esterni, sono supplementari, e viceveraa. 
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tari PjAiD e PjAiC, ed essendo 
Pj-AiD s P,.AiD, P^À^G =__Pj^A5C, ne segue che Pì.A,G, 
P^A^D ed anche P^A^D, t'j-A-»G sono pure supplementari. 
Viceversa, se sono supplementari P^AiC, Pi-AjD e P)-A,B, 
Pi'A^C, essendo anche PjA|D supplemento di PjA,C, ne segue 
che PjA^B s P.A^D e P^A.G = P.A^G. 



3. I MedH. 



35 DefiaiBiom — 1'' Due paiti indefinite di piano udienti da una 
ate'iSi letli tSi^liano lo =pa7io m dio parti che ridicono angoìidiedrj 

Pei blesità poti emù anche chiamai h diedri ^emplicementp 

2* Le face di un diedi o sono le due pai ti di piano che lo detoi 
minano le due parti rimar enti si dicono i prolutiffunimti delle fai.ce 
In loro retta com ine m dice lo spigolo del diedro 
Gohi 1 due piani Aj G B» D di una stesba i etta / , si dividono 
jv m- quattro parti rA, rC, rB, rD, e due di ( 



M 



1 rB dividono lo spazio in due diedri. Le facce 
sono rA, rB; i loro prolungamenti sono rC, rD; la 
retta r è lo sp^olo. 

Beiìnendo il diedro, non abbiamo escluso che rA, 
"B possano essere due parti di uno stesso piano, 
<e ciò avviene, i due diedri si riducono alle due 
parti staccate dal piano ArB nello spazio. 

'i' Un diedro si dice piatto, quando le sue facce sono due parti di 
uno stesso piano. 

Naturalmente qualunque retta di questo piano si può con- 
siderare come sp^olo del diedro piatto. 

Parlando dei diedri di due parii di piani, che s'hicontrano 
lungo una retta, s'intende di considerare quelli formati da 
questi due piani. 

3*. Un piano può rotare intorno ad una sua retta come 
asse, movendosi da un lato o daU'altro secondo due direzioni 
(Riposte; cosi uno dei diedri, che hanno per iacee rA, rB, si 
può immaginare descritto dalla faccia rA, che rota in una 
data direzione intorno allo spigolo r, finché acquista la posi- 
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zione dell'altra fàccia rB, ovvero si può immaginare descritto 
dalla feccia rB, che rota nel senso opposto intorno allo spigolo 
r, finché acquista la posizione dell'altra faccia rk. 

Evidentemente un diedro è individuato, quando sono date 
le due facce e la direzione in cui si deve movere una di esse 
per descriverlo. 

Definizioni. — 1= Delle due facce di un diedro, descritto in un dato 
senso, Yorigme è quella che lo descrive, l'altra è il termine. 

2' Quando tma faccia descrive un diedro, acquista infinite poaiiioni, 
che si dicono comprese dentro il diedro. 

3" Un diedro, che non aia piatto, si dice concavo o convesso, secon- 
doohè comprende o no i prolungamenti delle due facce. 



Concai 1 



Così dei due diedri formati dalle facce rA, rB, uno com- 
prende i prolungamenti rC, rD, ed è concavo, l'altro non li 
comprende, ed è convesso. 

Dicendo: il diedro delle fecce rA, rB, intenderemo sempre 
quello convesso. Se dovremo considerare quello concavo lo 
avvertiremo esplicitamente. 

Quando un diedro ha per origine la faccia / A e pei tei mine 
la faccia rB, si può indicare con r.AB ; e ^ando ha pei ori 
gioe la tàccia rB e per termine la feccia » A bi può indicare 
con r.BA, senza temere equivoci, avendo convenuto di consi 
derare il solo diedro convesso. 

Sì. Due diedri r.AB, r'.A.'B', convessi ■ 
uguali se possiamo far coincidere con- 
temporaneamente r' con r, r'A.' con rA, 
e /B' con rB, 

Dato un diedro qualunque r.kB, pos- , 
siamo sempre porre contemporanea- 
mente rA in rB G rB in rA (P. YI), 
dunque rAB = r.BA. 
Tutti i diedri piatti sono uguali ft'a loro. 
Facendo scorrere su se stessa una faccia rA di un diedro 
r,AB, strisciando lungo lo spigolo r, anche la faccia rB sì 
move, ma non cambia posizione, rimanendo sempre il diedro 
uguale a se stesso; quindi rB pure scorre su se stessa, stri- 
sciando lungo lo spigolo r. 
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3S. Definizioni. — 1" Due diedri si dicono supplementari, quando 
possono disporsi in modo che abbiano una faccia comune, e le altre due 
distinte siano ciascuna il prolungamento dell'altra. 

2* Due diedri si dicono opposti allo spigolo, quando eono disposti 
in modo clie le due facce di wascuno siano i prolungamenti delle due 
facce dell'altro. 

Due piani ArC, Brache hanno una retta comune r, formano 
quattro dieiJri r.AB, r'Sfì, rSB, nDÀ. 
Lo due coppie r.AB, r.GD; r.BG, r.BA 
sono formate da diedri opposti allo spigolo, le altre 
'aAB, ngC; ?\Gp, *\DA 
7-.BA, rAD; r.DC, r.GB 
sono formate da diedri supplementari. 

s». Teorema 1" — Bue diedri opposti allo spi- 
golo sono uguali. 

Siano ArG, Bri) due piani di una stessa retta r: dimostriamo 
che r.BG = r.DA. Ponendo contemporaneamente rA in ?'B 
ed rB in rA (P.VI), la rG si scambia colia r\>, quindi rA, ri) 
vengono scambiate con rB, rC, e r.BC ^ r.DA. 

Anche questo teorema è una conseguenza immediata dell'ul- 
timo postulato. 

Corollario. — Dato il diedro j'.AB i due supplementi 
r.AD, r.BG sono uguali, e quindi sono uguali tutti i supple- 
menti di rAB, dovendo uno qualunque coincidere con uno 
dei due r.AB, r.BG, affinchè possa disporsi in modo che abbia 
una feccia comune con r.AB, e l'altra sia il prolungamento 
dell'altra faccia di r.AB. 

Teorema 2° — Sono uguali i diedri supplemen- 
tari di diedri uguali. 
Consideriamo due diedri uguali rAB, r\^J'B' e i loro sup- 



plementi r.BG, /!b^'. Facendo coincidere r'A', r'B' con rA, 
rB, il prolungamento r'G', di r'A', coincide col prolungamento 
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rG, dirA, e r.BC = r'.WG', quindi i supplemenfi di r.A.!! sono 
nguali a quelli (li r'A'B'. 

40. Due piani A^r^B^, Asr,Bj, scg; 
da un terzo piano Gr^r^T) secondo le rette 
Tg, r„ formano otto diedri, clie si sepa- 
rano in quattro coppie di diedri uguali , 
perchè opposti allo spigolo (39, T. 1"), ed 
in otto coppie di diedri supplementari. 

Definizioni, — 1° Degli otto diedri, ottenuti segando due piani con 
un terzo, quattro come r^ih^, JvBjD, f'i-AjG, r^lBjl si dicono esterni, 
gli altri quattro come r^.A.fi, r^Sfi, jvAJ), rlB^, sì dicono intemi. 

2* Duo diedri come r^AjG, rT^B^ si dicono alterni interni; due 
come tvAjt), jy^bJj d dicono alterni esterni. 

3' Due diedri come rj.AjG, JvA^ si dicono conittffati intemi; 
duo come j-j-AiD, ri-AjG si dicono coniugati esterni. 

i' Due diedri come i-^ÌAP^, )vÀ",D, uno int«mo e l'altro esterno, 
si dicono coffispondcnti. 

Corollari. — 1° È facile veriflcaro clie se sono uguali 
due diedri, o corrispondenti, o alterni interni, o alterni esterni, 
sono uguali fra loro quelli corrispondenti, alterni interni, 
alterni estemi, di ciascuna coppia. Coà se sono uguali i diedri 
corrispondenti r^.Lfi, 'i\.k^, risultano v^ali i due diedri 
alterni intemi ?'a,A,C, r,3jp, perchè sono loro supplementi 
(39, T. 3°); ed essendo r,.AjD s r,.BiG (39, T. i"), anche i 
diedri aitemi esterni sono uguali. 

2° Se sono uguali fra loro i diedri corrispondenti, alterni 
interni, alterni esterni, di ciascuna coppia, due diedri coniu- 
gati, interni o estemi, sono supplementari, e viceversa. Essendo 
supplementari r,,AiD, r^.Kfì, ed essendo r^.AiD = )'i.AaI>, 
ì\.kfì s r^.k.iG, ne segue che »^,.A,G, ri-A^D ed anche r^.h.fi, 
Ti.AjG sono pure supplementari. Viceversa, se sono sujgle- 
mentarì r^-Lfì, r^.AjD e r^Afi, s%,AjC, essendo anche^-AiD 
supglemento di rj.A,G, ne segue che rs.A,D = ^i-A-a^* ^ 
n.A,C=r',.A,C. 
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4. Le parallele, 

41. Ci rimangono da considerare le figure elementari le 
quali hanno per elementi due rette di uno stesso piano , che 
non s'incontrano, o due piani, che pure non s'incontrano. 
Dimostriamone l'esistenza. 

Teorema. — Per un punto, preso fuori di una 
retta data, si può sempre condurre un'altra retta, 
che stia con essa in uno stesso piano o non la 
incontri. 
Sia A|B| la retta data, e P, sia il punto dato. Facciamo 
•^orrore su se stesso il piano P,A,B|, 
~f stiiisCnndo ìungo un asse CD, condotto 
'- id aiìntiio pel P^ e per un punto P, 
9 di \,B, (P rv S"). Quando Pj sarà 
giunto m P, ì\ retta Afii avrà preso 
una posizione A5B5, passante per P, e 
situata nel piano P,AiB,i. Col movi- 
mento accennilo portiamo le parti di 
retta P^A,, P^D sepia le piiti P,\. Pfi, quindi sono uguali 
gli angoli corrispondenti P,.AjD, P^A^D, e perciò sono anche 
uguali gli angoli alterni estemi P,AaC, P^.B^D e Pa.A,D, 
P|.BjC (34, C. 1"). Posto ciò, facciamo contemporaneamente 
coincidere P, con P„ e Pj con P^ (P. VI), lasciando il piano 
PjA|Bi nella sua posizione. Stante l'uguaglianza tra gli angoli 
alterni esterni, evidenttìmente PjA,, P^Aj coincideranno con 
P,B„ PsBi, e viceversa; quindi se AjB^, A^B, s'incontrassero 
da un lato di CD, dovrehhero incontrarsi anclie dall'altro, ma 
allora avrehhero due punti comuni senza coinciclere, ciò che 
è assurdo, dunque non possono incontrarsi. 



A, ^-^^■- - 



- Si dicono parallele due rette, che giacciono in uno 
stesso piano e noa s'incontrano. 

Il teorema precedente può anche enunciarsi dicendo: ad 
una retta data, per un punto dato fuori di essa, si può sempre 
condurre una retta parallela. 
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Se a, b sono due rette parallele, il loro piano si può rap- 
presentare con ai. 

Parlando di segmenti paralleli inteniìiamo dire che sono pa- 
rallele le loro rette. 

4S. Corollari. — 1° Due rette di uno stesso plano sono 
parallele, se, incontrate da una terza, formano due angoli cor- 
rispondenti, alterni interni o alterni esterni, ugnali. 

2° Due rette di uno stesso piano sono parallele, se, in- 
contrate da una terza, formano due angoli coniugati, interni o 
eterni, supplementari. 

3° Se due rette sono parallele, ciascuna giace tutta in 
una delle due parti in cui l'altra divido il loro piano. 

Infatti se avesse punti situati in parti opposte, dovrebbe 
incontrare l'altra retta (P. in, 3°), mentre è parallela ad essa 



4° Se due piani, condotti ciascuno per una di due rette 
parallele, s'incontrano, la loro intersezione è una retta paral- 
lela ad ambedue le rette date. 

Siano a, 6 le rette date e a, p i due piani, condotti rispetf 
tivamente per «, b, i guali si taglino lungo una 
retta r. Se r incontrasse a o &, il punto comune ^^^ 
apparterrebbe ai tre piani a, p, ad, o quindi alle 
due rette a, b (23, C); ma queste non possono incon- 
trarsi, essendo parallele per ipotesi, dunque anche 
r è parallela ad a, ò. 

4S. Teorema. — Per un punto, preso fuori di 
un piano dato, si può sempre condurre un altro 
piano, die non Io incontri. 

Per il punto dalo P, conduciamo un j^ 

piana Pir^, che incontri lungo una 
retta r^ il piano dato Aj^aBi ; poi per P, 
conduciamo una retta CD, che incontri r^ 
in un punto P^. j 

Facciamo scorrere su se stesso il 
piano Grjì, strisciando lungo l'asse CD : 
quando P^ giunge in P„ la retta r^ 
prende una posizione parallela r, (41, T.), 



1 
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3 perP,, ed il piano Ai^'^B, prende una posizione Aj^'iB^, 
pure passante pei' P;. 

I diedri corrispondenti s'^.A.,!), /■j.A.jD sono uguali, ejierciò 
sono i^ali anche i diedri alterni esterni )'s.A.,D, r,.BaC e 
r,.A,C, rj.BiD (40, Ci"). Ora supponiamo che i piani A-ir-jB,, 
A^TfBj s'incontrino; la retta comune deve essere parallela ad 
r„ r^ (42, G. 4"), e quindi deve giacere tutta in una, r^A.,, delle 
due parti in cui r^ divide Air^B, (42, G, 3°). Posto ciò, facciamo 
coincidere contemporaneamente r, con r^, e ?% con r„ scam- 
biando le facce di Cr^r^I}; allora, essendo ra.A,D = rj-BaC, 
le parti di piano r^A,, /"jA, coincidono con rjB,, r^Bj, e vice- 
versa, quindi i due piani A.,t\B„ AiZ-iB, vengono a tagliarsi 
lungo una seconda retta parallela ad r^, situata nella parte 
r,B, dì Ai»",Bi, senza coincidere; ma ciò è impossibile, dunijue 
rimane così dimostrato che non s'incontrano. 

Definizione. — Due piani, clie non s'incontrano, si dicono paralleli. 
Il teorema precedente può anche enunciarsi dicendo: ad 
un piano dato pei un punto dito fuoii di e'^'^o si può ■tempie 
conduuo un pnno paiillelo 

ParKndo di firti li pnno paiallele mtendiano due che 
sono parallelj i piani cui a^ pai tengono 

a Corollari — i" Due piam '«no paialleli seiungon 
ìncontr'ìti di un tt-i/o 'secondo rette parallele e con eswj foi 
mano due diedri conispondenti 'ilteini esterni o alterni m 
terni, uguali 

2° Due piani sono paialieli l tengono incontiati da un 
terzo secondo rette parallele e fomiano con esso due die in 
coniugati interni o esterni ■supplementari 

3° Se due piani bono paialleli, ciascuno giace tutto in una 
delle due parti in cui l'altro divide lo spazio. Infatti, se avesse 
punti situati in pai'ti opposte, dovrebbe intersecare l'altro piano 
(P. Ili, 1"), mentre è ad esso parallelo per ipotesi. 

4° Due piani paralleli sono tagliati da un terzo piano se- 
condo rette parallele, poiché stanno in uno stesso piano e non 
hanno un punto comune ; infatti, se lo avessero, per esso pas- 
serebbero i due piani paralleli, ciò che è assurdo. 

45. Abbiamo dimostrato che, per un punto preso fuori di 
una retta data, si può sempre condurre una retta ad essa 
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ì (41, T.); però i ragionamenti adoperati non provano 
che se ne possa condurre una sola, essendo arbitraria ia scelta 
dfella retta CD, purché passi per P, e incontri A.B,, e potendo 
pensare l'esistenza di rette parallele, condotte da P, ad AiB,, 
le cpiali si ottengano in altro modo. Con i soli prìncipi posti 
non può decidersi la questione; si tratta dunque d'introdurre 
ancora un postulato. 

Una retta PjPg, rotando intorno a P, in un piano P|A,B,, 
e sempre nella stessa direzione, prenda le posizioni P,Pa, PiP^, 

PjPj , ed incontri la retta A.Bi 

nei punti P^, Pj, P^, È certo che 

in una posizione A^PiB» la retta non 
incontra più la A,B„ e noi ammet- 
teremo che ciò avvei^a in questa 
sola posizione, in modo che rotando 
AjBa nel piano PiA,B, ed intorno a P,, quanto poco ai vuole, 
incontri subito Afi,. 

Abbiamo diritto di basare la teoria delle parallele sopra 
l'ipotesi precedente, che non involge contradizioni. Oltre a ciò 
esprimiamo un fatto, verificato dalla esperienza, concedendo 
il seguente 



Postulato VII. 

Ad una retta data, per un punto dato fuori di essa, 
si può condarre una sola rotta parallela (N. XIX). 

Corollari. — 1" Se due rette parallele sono incontrate 
da una terza, risultano uguali gli angoli corrispondenti, alterni 
interni, alterni estemi, di ciascuna coppia. 

2" Se due rette parallele sono incontrate da una terza, 

gli angoli coniugati, intemi o esterni, risultano supplementari. 

Questi due corollari esprimono le proposizioni inverse di 

altre due già enunciate (42, C. 1", 2°), e dimostrate senza i\ 

soccorso del postulato precedente. 

3° Due rette parallele ad una terza sono parallele fra loro. 
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Infetti, se a, 6 sono parallele ad r, e se P è un punto di h, 
i piani Pr, Va si tagliano secondo una retta 
parallela ad r, a (42, C. 4°); ma per P si può 
condurre la sola b parallela ad r, dunque h è 
comune a Vr, Va, e perciò parallela anche ad a. 
Se le tre rette a, ì>, r fossero in uno stesso piano, 
basterelbe osservare che a, ì) non potrebbero 
incontrarsi, altrimenti per il punto comune passerebbero due 
rette a, h parallele ad r. 

4" Date due rette parallele, ogni retta del toro piano, che 
ne incontra una, incontra pure l'altra, poiché, se cosi non fosse, 
dal punto comune a quelle che s'incontrano, si potrebbero 
condurre due rette parallele all'altra. 

5" Date due parallele, c^ni piano, che ne incontra una, 
incontra anche l'altra ; infatti la retta comune al piano dato 
e a quello delie due parallele, incontrandone una, deve incon- 
trare l'altra in un punto naturalmente comune ad essa e al 
piano dato. 



Teorema. — Un punto qualunque di un piano, 
che scorre su se stesso strisciando lungo un asse, si 
move sopra una retta ad esso parallela. 

Se il piano n scorre su se stesso, strisciando lungo l'asse 
A,B,, un punto qualunque P„ di ir, si move 
sopra una retta A^Bj parallela ad A,B,. 
Da P| tiriamo una retta CD, che incontri 
A,Bi in un punto Pj. Se CD, dopo il movi- 
mento di TT, prende un'altra posizione CD', 
chiamando P,', Pj' le nuove posizioni di 
P„ avremo Vfi^ = P/Pi'- Tiriamo le 
reUe^P.Pi', V^V^. Essendo parallele le CD, C'iy (41, T.), abbiamo 
P,.P,'Ps = Pj^P/ (45, G. 1"), e possiamo fer coincidere questi 
angoli, in modo che i lati PiP/, PfP, coincidano con i lati 
Pj'P,, Pj'P,', allora P^' cadrà in P^, in Pi'> Pj hi P/, e 
perciò PiP/sPjPs' e P,.P,'p3' =P^|Ps; dunque le rette 
P,P,', A|B, sono parallele (43, G. 1"). Dovendo la retta, deter- 
minata da Pi e da una sua altra posizione P/, essere parai- 
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lela ad AjBj, ne s^ue che il punto P, si move sulla retta 
A,Bj, condotta da P^ parallelamente ad A(B[. 

Corollario. — 6" Ogni retta parallela ad A,Bi si può sce- 
gliere per asse. 

È facilissimo verificare, sperimentalmente, che quando un 
piano scorre su se stesso, strisciando lungo un asse, uno dei 
suoi punti si muove sopra una retta. Si potrebbe assumere 
ijuesto fatto in luogo del precedente postulato, che allora si 
potrebbe dimostrare come conseguenza (N. XX). 

4». Teorema. — Ad un piano dato, per un punto 
dato fuori di esso, si può condurre un solo piano 



Se al piano dato Tt, per il punto dato P fuori di esso, si 
pot^sero condurre due piani paralleli a, p, 
un piano condotto per P, e per un punto _^ 
di n, taglierebbe o, p secondo due rette a, 5 
e Tt secondo una retta r parallela ad esse 
(44, C. 4°); quindi da un punto P si pò- "" 
trebberò condurre due rette parallele ad 
una retta data; ma ciò è assurdo (P. VII), 
dunque a, p coincidono. 

Corollari, — 1" Se due piani paralleli sono incontrati da 
un terzo, risultano uguali i diedri corrispondenti, alterni in- 
terni, alterni esterni, di ciascuna coppia. 

2" Se due piani paralleli sono incontrati da un ter^o, i 
diedri coniugati, Interni o esterni, risultano supplementari. 

Questi due corollari esprimono le proposizioni inverse di 
altre due già enunciate (44, G. 1", 2"), e dimostrate senza il 
soccorso dell'ultimo postulato. 

3" Due piani paralleli ad un terzo sono paralleli fra loro. 
Infetti, se i primi due piani s'incontrassero, per uno dei 
punti comuni passerebbero due piani paralleli al terzo. 

4" Se due piani sono paralleli, ogni piano che incontra 
uno, incontra l'aUro; poiché, se così non fosse, per uno qua- 
lunijue dei punti comuni ai due piani, che s'incontrano, si po- 
trebbero condurre due piani paralleli all'altro. 
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5° Se due piani s'incontrano in una retta, due piani ad 
i paralleli s'incontrano pure secondo una retta, che è pa- 
rallela alla prima. Se i piani 
h.rC, BrD passano per la retta 
r, e se AVC, BVD' sono ad 
essi paralleli, devono incon- 
trarsi in una retta r', altrimenti 




per conseguenza paralleli pure 
àrC, BrD (46, G. 3°), contro 
l'ipotesi. Ora il piano krC in- 
contra il piano BrD, quindi devo incontrare anche il piano 
ad esso parallelo BV'D' (46, C. 4"); ser" è la retta comune, 
le rette r,r' sono parallele ad r" (44, G. 4°), dunque sono 
parallele fra loro (45, C. 3°). 

411. Teorema. — Dato un piano, per un punto 
preso fuori di esso, si possono condurre infinite rette, 
che non lo incontrano. 
Sol piano dato n prendiamo una retta arbitraria a', e sia 
a la retta parallela ad a', che passa 
per il punto P, preso fuori di k(41, T.). 
La retta a non incontra tt, infatti i 
^ piani TT, aa' si tagliano lungo la retta 
, (julndi se a incontrasse n, do- 
vrebbe attraversarlo in un punto di 
a', ciò che è impossibile, perchè a, a' 
sono parallele. Avendo poi preso ad 
arbitrio la retta a' di k, ne s^jue che per P possono condursi 

iniìnite rette a, ì>,g, , che non incontrano ti. 

Oltre alle rette eoa condotte non ve ne sono altre, che pas- 
sano per P e non incontrano ir, poiché se per P abbiamo una 
retta a, che non incontra it, il piano condotto per a e per un 
punto P' dì TT, lo taglia secondo una retta a', che non potendo 
incontrare a, poiché altrimenti a incontrerebbe ti, è ad essa 
parallela. 

Definizione. — Una ratta ed un plano si dicono paralleli, quando 
non s'incontrano. 
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— sa- 
li teorema precedente pwò anche enunciarsi dicendo : ad 
un piano dato, per un punto preso fuori di esso, si possono 
condurre infinite rette parallele. 

Parlando di un segmento ed una parte di piano paralleli, 
intendiamo dire che sono paralleli la retta ed il piano cui ap- 
partengono. 

CoroUail.— 1" Tutte le rette parallele ad uno stesso piano, 
e che passano per uno stesso punto, giacciono in un piano 
parallelo a guello dato. 

Infatti due rotte a, h parallele a n, condotte da P, determi- 
nano un piano ttj, che deve essere quello parallelo a ir con- 
dotto da P, poiché, se n, incontrasse it secondo una retta r, 
le a, b, non incontrando ir, sarebbero due parallele condotte 
da P ad r. 

2" Se una retta incontra un piano, incontra tutti i piani 
paralleli ad esso. 

Infatti se a, p sono due piani paralleli, e se una retta a 
incontra a, non può essere parallela a p, perchè tutte le rette 
condotte per il punto aa e parallele a p devono giacere nel 
piano a (47, T.). 

3° Date due rette, non situate in uno stesso piano, per cia- 
scuna si può condurre un piano parallelo all'altra, ed uno solo. 
Basta prendere il piano determinato da una delle due rette 
e dalla parallela all'altra, condotta per uno dei suoi punti. 

*s. Teorema 1" — Gli angoli formati da due 
rette, che s'incontrano, sono ugnali agli angoli 
formati da due rette ad esse parallele, e che pure 
s'incontrano. 

Siano lo rette APG, BPD, che s'incontrano in P, parallele 
alle rette A'P'C, B'P'D', che s'incontrano in P', 
e non si trovano con esse in uno stesso piano. 
I piani di FA, P'A' e di PB, P'B' formano un 
diedro, il cui spigolo è la retta PP' ; facendolo 
scorrere su se atesso (37), quando P viene in P', 
le rette AC, BD vengono a coincidere colle pa- 
rallele A'C, B'D' (4i, T.); dunque gli angoli 
formati dalle prime sono uguali a quelli formati dalle Si 
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Quando le due coppie ài rette stanno in uno stesso piano, il 
teorema è dimostrato osservando che i loro angoli sono uguaii 
a (pielli formati dalle parallelo alle rette di ciascuna coppia, 
condotte per un punto fuori del loro plano. 

Teorema 2'^ — I diedri formati da due piani, 
che s'incontrano, sono uguali ai diedri formati da 
due piani ad essi paralleli. 
Se i piani ArC, BrD, che s'incontrano secondo la retta r, 
sono paralleli ai piani À.'r'C, DVD', 
che s'incontrano secondo la retta r', 
sono parallele le rette r, r' (46, G. 5°), 
e quindi stanno in uno stesso piano rr'. 
Facendolo scorrere su se stesso, stri- 
sciando lungo una retta che incontri 
r, v', quando r viene in r' , devono 
necessariamente i piani AG, BD ve- 
nire a coincidere coi paralleli A'C, B'D' (43, T.); dunque i 
diedri formati dai primi sono uguali a queiii formati dai secondi. 

Definizioni. — 1' Due parti PA, P'A' di rette parallele, uscenti dai 
punti P, P', tanno la stessa direzione, o direnane opposta, aeeondoehè 
giacciono, o no, in una sfessa parte staccata dalla retta PP' sul loro piano. 
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r', tanno la stessa dire^iofw, o direzione opposta, secondochè gì 
)no, o no, in una stessa parte staccata dal piano rr' nello spazio. 
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Corollari. — 1° Se due angoli hanno i lati paralleli, sono 
uguali o supplementari. 

Oli angoli P.A.B, P'.A'B', che hanno i lati paralleli e diretti 
nello stesso senso, e gli angoli PAB, P'IC^, che hanno i lati 
paralleli e diretti in senso opposto, sono uguali; mentre gh 
angoli RAB, P'^B^', che hanno i lati paralleli, due diretti nello 
stesso senso e gli altri due in senso opposto, sono supplementari, 
2" Se due diedri hanno le fecce parallele, sono uguali o 
supplementari, 

I diedri rAB, /A%', che hanno le facce parallele e dirette 
nello ste^o senso, e i dietlri flAB, r''^SPb', che hanno !e facce 
parallele e dirette in senso opposto, sono uguali; mentre i 
diedri rAB, r''^WG', che hanno le facce parallele, due dirette 
nello stesso senso e le altre due in senso opposto, sono sup- 
plementari. 



49. Definizione. — La sezione di un diedro, conveeso o concavo, 
fatta con un piano che idcontra lo spigolo, è i'ar^lo, convesso o con- 
cavo, che ha per lati le parti di retta tagliate dal piano sulle facce del 



Corollario. — Tutte le sezioni di uno stesse 
con piani paralleli, sono uguah. 

Infetti, se P.AB, P'.A'B' sono due sezioni di un 
diedro r.AB, fette con due piani paralleli, ì lati 
PA, PB sono paralleli ai lati P'A', P^(44, C^") 
e dbetti nello stesso senso, dunque P.AB = P'.A'E' 
(48, G. 1°). 

50. Corollario. — Se AG, BD 
sono due rette date, non situate 
in uno stesso piano, e se A'G', B'D' 
sono le rette ad esse parallele, che X 
passano per uno stesso punto P', i \ 
loro angoli sono uguali a quelli delle 
rette parallele ad AC, BD condotte da 
un altro punto qualunque (48, G. 1"). 



DeSjuzJone, — Si dicono angoli di due i 
uno ste^o piano, quelli formati da due rette i 
passano per uno stesso punto. 




.te, clic non stanno i 
esse parallele, e ci 
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Parlando '^i angoli di due segmenti, che non atanno in uno 
stesso piano, s'intende di considerare quelli delle loro rette. 
'Fissata una direzione 'G A, DB, su ciascuna delle due rette, 
èi.flssato wnoP^B' dei quattro angoli che formano. 



IV. Le grandezze geometriche elementari. 



51. Ckjmineiamo a considerare alcune delle ffrandezze che 
ci si presentano nella Geometria. 

Defimiaioiii. — 1° Diremo grandezze geometriche elementari i seg- 
menti, gli angoli e i diedri. 

31 Più grandezze geometriclie elementari ai dicono omogenee, se 
sono tatti segmenti, o tutti angoli, o tutti diedri. 

Per brevità, considerando insieme più grandezze elementari, 
quando non sia avvertito esplicitamente, intenderemo che siano 
omogenee. 

Due grandezze elementari uguali ad una terza sono uguali 
fra loro (12, C, 3"). 

Problema 1° — Sopra una retta data trovare un punto, 
conoscendo la sua distanza da un punto date della retta. 

Sia A il punto dato sulla retta MN, e sia CD la distanza 

data; poniamo il punto G sul punte A, e poi facciamo rotare 

^ la retta CD intorno a C, finché 

Zia sua parte ìndeflnita CD venga a 
coincidere successivamente colle 
, ^ ^ parti AM, AN. Il punto D prende 
■* ' ^ *° sulla MN le posizioni B', B", ed 

. . abbnmo AB = CD, AB" = CD ; 

^ ^ qumdi ambidue i punti trovati 

E',B", e 1 etJbi soli lodlisfano alle cjndizioni del problema, che 
è di 2 gì ilo avendo due soluzioni 

Problema 2° — In un pianf piesn una retta ed uno dei 
suoi punti determmare unaltia retta che pnssi'per il punto 
preso e faccia un aUi^^li datf qualunque collaretta data. 

Sia "n il piano A A hi etta P il suo punto, e P.AB l'an- 
golo dato. 
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>■ porre P in P'; iì latOiRA sulla parte P'A.', 
ii'A!-k", e poi fare rotare il 
piano dell'angolo P.AB intorno 
alla k'k", fiiicliè la retta PB 
cada in ir nella posizione P'B', , 
P'BVA.yendo 

P.AB = P'A^B' = P'.A?B", 
ambedue le rette trovate VB', 
P'B", ed esse sole risolvono il problema di 2-" grado proposto. 
Problema 3° — Dato un piano ed; una delle sue rette, 
determinare un piano, che Ikccia un diedro dato, qualunque, 
col piano dato e passi per la retta, data. 

Siano A'/ A", r, ed nAB gli elementi dati. Possiamo porre 
r- in r', la parte di piano rk 
sulla parte r' A', o r'k", di AVA"; 
se la rB prende la posizione r'B', 
o r'B", avendo 

r.AB = r'.K'B' - /TA^B", 
troviamo due piani r'B', r'B", che soli risolvono il problema di 




52.' Definizioai. — 1= Più segmenti, presi in im cerU) ordine, si di- 
cono consecuhet, quando sono situati sopra una stessa retta, e il termine 
di óascuno è 1 ongine del seguente 

2' Più angoh, conversi o concavi, presi in un certo ordine, si di- 
cono comecatim, quando tono bitnati m nno stesso piano, ed avendo lo 
stesso vertice il termine di ciascuno e l origine del seguente. 

3" Più diedii, convessi o concavi, presi in un certo ordine, si di- 
cono conseauùm, quando avendo lo stesso spigolo il termine di e 
è l'origine del seguente 



Più 



elementari consecutive, o segmenli AB, BC, 




CD, , angoli P.AB, P.BC, P.GD,....,.,o diedri ) 

r.GX>, , possono avere direzioni differenti. 
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Corollario. — I problemi risoluti (51) ci permettono dì 
determinare più grandezze elementari consecutive, le cui di- 
rezioni siano fissate, e che siano uguali a grandezze elemen- 
tari date. 

53. Più angoli consecutivi, convessi o concavi, per esempio 
P.AB, P.BG, p;^, pIdA, tutti colla stessa direzione e tali 
che il termine dell'ultimo coincida coll'origlne del primo, riem- 
piono un certo numero di volte l'intero piano. 

Più diedri consecutivi, convessi o concavi, per esempio 
rAB, r.BC, r.GD, r.DA, tutti colla stessa direziono e tali che 
il termine dell'ultimo coincida coU'origine del primo, riempiono 
un certo numero di volte l'intero spazio. 

Definizione. — Ogni volta che più angoli, o più diedri, consecutivi 
qualunque, tutti colla stessa direzione, riempono l'intero piano, o l'intero 
spazio, diremo che formano un. giro. 

Possiamo estendere il concetto di angx)lo dicendo che le 
parti di retta PA, PB, uscenti da uno stesso punto P del loro 
piano Tf, sono lati di infiniti angoli, ciascuno descritto da un 
lato PA, che, rotando sempre in uno stesso senso intorno a 
P sul piano n, descrive un numero qualunque di giri, e finisce 
col prendere la posizione di PB. Secondo questo concetto, l'an- 
golo è formato da tante volte l'intero piano, quanti sono i giri 
percorsi da PA, insieme ad una delle due parti staccate dai 
lati PA, PB sul piano. 

Possiamo estendere il concetto di diedro dicendo che le 
parli di piano rk, rB, uscenti da una stessa retta r, sono 
fecce di infiniti diedri, ciascuno descritto da una faccia fA, 
che, rotando sempre in uno stesso senso intorno ad r, descrive 
un numero qualunque di giri, e finisce col prendere la posi- 
zione di rB. Secondo questo concetto, il diedro è formato da 
tante volte l'intero spazio, quanti sono 1 giri percorsi da rA, 
insieme ad una delle due parti staccate dalle facce rk, rB 
nello spazio (N.XXl). 

54. Dato un segmento, prendendo 1, 2, 3, dei suoi 

punti, veniamo a diìMerlo in S, 3, 4, parti, che sono 

segmenti consecutivi (52, D. 1'). 

Dato un angolo qualunque, prendendo i, 2, 3, parti di 

retta in esso comprese, veniamo a dividerlo in 2, 3, 4, 

parti, che sono angoli consecutivi (52, D. 2"). 
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Dato un diedro ijualunque, prendendo 1, 2, 3, parti di 

piano in esso comprese, veniamo a dividerlo in 3, 3, 4, 

parti, che sono diedri consecutivi (52, D. 3"). 

Teorema 1° — Due grandezze elementari uguali 
sono sempre divisibili in uno stesso numero di parti 
rispettivamente uguali, prese nello stesso ordine, e 
viceversa. 

Dati due segmenti AB, A'B' uguali, se A'B' si divide in tre 
segmenti consecutivi prendendo due suoi punti C'^, G'^, facendo 
coincidere A'B' con AB i punti C„ C, ^ e, e, b 

prendono le posizioni Cj, Cj, che divi- 
dono AB in parti prese nello stesso or- . . ^ . . , 
dine e rispettivamente uguali a quelle in -^ C e, ^' 
cui è diviso A'B', essendo AC, = VC'„G,C,- G',G,', G,B = C'^B'. 
Viceversa, se AB, A'B' sono divise dai punti C^, Gj e G'„ G'j, e 
se AO, = A'G'„ C,Cs = C'^C'a, C^B = G',B', facendo coincidere 
A' con A e C, con C, necessariamente G'^ coinciderà con Cj 
e B' con B, dunque A'B' = AB. 
Il teorema si dimostra analogamente in ogni altro caso. 

Teorema 2** — Due grandezze elementari sono 
uguali, se possono dividersi in uno stesso numero di 
parti rispettivamente uguali. 

Siano AB, A'B' due segmenti divisi in uno stesso numero 
di parti rispettivamente uguali, e supponiamo che le loro divi- 
sioni differiscano solamente per l'ordine dì due segmenti con- 
secutivi CD, DE di AB, ed E'D', D'C' di A'B', essendo AC = A'B', 
EB = G'B' e CD = D'C', DE = E'D'. a e s s ^ 
Evidentemente CE, CE' sono due seg- * ""^^ 

menti ugualmente divisi da D e da D', , . 

dunque (54, T. i") CE = G'E' = E'C, ^' ^' s' e- ^' 
perciò AB, A'B' sono ugualmente divisi dai punti G, E ed E', 
G', dunque AB = A'B' (54, T. 1°). Rimane così dimostrato il 
teorema nel caso in cui lo due divisioni;, in parti rispet 
tivamente uguali, differiscano solamente per l'ordine di due 
parti consecutive; ora è chiaro che dato un certo ordine 
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delle parti si possono ottenere tutti gli altri ordini scambiando 
successivamente l'ordine di due parti consecutive, dunijue il 
teorema è vero in generale. 

55.. Definizione — 1^ Una grandezza elementare, comunque divisa, 
si dice somma di altre grandezze elementari, pure comunque divise, 
quando ogni sua parte è uguale ad una parte di queste, e viceversa. 

il segmento AB è somma dei seg- 

p. menti CD, EF,. perchè è diviso in tre 

parti, una uguale a CD e le altre 

_^ ^ due uguali alle due parti in cui è 

^ -* diviso EF. 

Teorema. — Sono uguali due grandezze elemen- 
tari, che sono somme di grandezze elementari rispet- 
tivamente uguali. 

Supponiamo che AB sia somma dei segmenti C,D„ D^E^, e 
che A.'B' sia somma dei segmenti Gjy, s Cfi^, D'^E', = D^'Ei^; 
si tratta di dimostrare che AB = A'B'. 

Troviamo un segmento CE 

O-^ — •' ^ •' -■ ^.' formato da due segmenti conse- 

• cutivi CD = G,D„ DE = D^B^ 

.A , , B (5S,G.); ora dividendo CD, DE 

*"c'' '' d' ^ come sono divisi GjD,, D^E, 

' ' ' (54, T. i"), tutte le parti in cui 

^' °' viene diviso CE sono uguali 

aUe parti in cui viene diviso AB (55, D.), e viceversa, dunque 
AB = CE (54, T. 2"). 

Troviamo un segmento CE' formato da due segmenti con- 
secutivi G'D'^C'iD'i, D'E' = D'jB's;'.ora dividendo C'L', D'E' 
come sono divisi G\D'„ D'jB',, tutte le parti in cui viene diviso 
C'È' sono i^uali alle parti ia cui viene diviso A'B', e viceversa, 
dunque A'B' ^ C'È'. 

Emendo per ipotesi CjD*, = GiD,, D'jE'^ = D^E,, deduciamo 
subito CD s CD', DB = I/E', e quindi (54, T. 2") che CE s CE', 
dunque AB = A'B', 

Il teorema si dimostra analogamente in qualunque altro 
caso. 
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Corollari. — 1° Possiamo sempre trovare una grandezza 
elementare, clifi sia somma di quante si vogliano grandezze 
elementari date, dividendole arbitrariamente in parti, e poi 
trovando la grandezza elementare che è divisa in parti uguali 
a queste, prese in un ordine arbitrario. 

%" Una grandezza elementare somma. di grandezze ele- 
mentari date, dipende solamente da esse, ed è indipendente 
dal modo in cui sì dividono in parti e dall'ordine in cui si 
prendono qiieste parti (55, T,). 

La somma di più grandezze elementari non muta, se ad 
una qualunque di esse sì sostituiscono altre grandezze elemen- 
tari, delle (juali essa sia somma, e viceversa. 

Definizione — 2« SoìwiYio.re date grajidezze elementari significa 
trovare la loro somma. 

Per sommare date grandezze elementari possiamo prendere 
quella grandezza elementare che è divisa in parti uguali alle 
grandezze date, prese in un ordine arhitrario. 
Cosi per sommare i segmenti a. s, 

A,B„ BsCi, C3D3 basta determinare b, e, 

i segmenti consecutivi AB = A.|B„ S Ps 

BC = BjC„ CD s C3D3, tutti con la , ^ 

atessa direzione. Il segmento AD è ~^ *^ o d 

la somma dei segmenti dati ; scriveremo 

AD s A,B, + B3C3 + G3D3, 
eleggeremo: AD èuguale ad A,B,, p^jt BjC^, pa'-w C^D,. 

Per sommare ^i angoli 
P;aÌBi, P,.BA. Pa-G^Dà, con- 
vessi concavi, basta deter- 
minare gh angoli consecutivi 
P.AB = P^B„P.BC s P,.B,Cj, 
^D s Ps^^a, tutti con la 
stessa direzione. Se questi an- 
goli non formano giri, l'angolo 
P AÈ, convesso o concavo, de- 
scritto nella loro direzione, è la somma degli angoli dati; 
scriveremo ^^_^ ^__^ 

PAÌi = P,.A,B, 4- P^C, + Pg^a, ^_^ 

,0: PAD è uguale a P,A,B„^^t( P^.B^G^pra P^D^. 
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Se poi gli angoli consecutivi determinati formano un certo 
numero di giri, la somma è l'angolo formato da un ugual 
numero di volte l'intero piano, insieme allo stesso angolo di 
prima PAD (53). ..-^ ._-^ _— . 

Per sommare i diedri r|.A.|Ej, n.BjC,, rj.CaDj, conv^a o 
concavi, basta determinare i diedri consecutivi r.AB = r^.A.,B^, 
nBG = ^^^G,, r.CD = rg.OsD.^ tutti colla stessa direzione. Se 



questi diedri non formano giri, il diedro r.M>, convesso o con- 
cavo, descritto nella loro direzione, è la somma dei diedri 
dati; scriveremo 

n^ = /-lA.B, -1- JVggCj + ryC^, __^ 

e leggeremo: r.AD è uguale ad r,Ji.,B, più r^.B^C^piii rs-CJ)^. 
Se poi i diedri consecutivi determinati formano un certo 
numero di giri, la somma è il diedro formato da un uguale 
numero di volte l'intero spazio, insieme allo stesso diedro di 
■prima ì".AD (53). 

a«. Teorema, ~ Date due grandezze elementari, 
se è possibile dividerle in modo che nella prima vi 
siano, insieme ad altre, tutte le parti della seconda, 
non è possibile dividerle in uno stesso numero di parti 
rispettivamente uguali, e non è possibile dividerle in 
modo che nella seconda vi siano, insieme ad altre, 
tutte le parti della prima. 

Supponiamo che si tratti di due segmenti A,B„ B^Cj. Presi 
due segmenti consecutivi AB = AiB„ BC = Bfi^ in direzioni 
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opposte, o C viene compreso in AB, o C coincide con A, o A 
viene compreso in BC, ed evidentemente ciascuno di questi 
tre casi esclude gli altri due. Ora se A,B„ B^Gj si possono 
dividere in modo che AjB,, insieme ad altre, contei^a tutte 
le parti di B^C,, il semento A.B, è la somma dì BjGj e di 
un altro segmento, e C è compreso in AB. Se A,B,, BjGj si 
possono dividere in uno stesso j^ ^ 
numero di parti rispettivamente ' -~ 

uguali, sono uguali A^Bi, Bfi^, e C ^' ~~^. 'i e — jì 

coincide con A. Se A,B,, B^C^ si • ' — -■' 

possono dividere in modo che B^G,, jt — ~~~'s, ^ — "^ 3 

insieme ad altre, contenga tutte le & f» 

parti di A,B„ il segmento B^G, è ' ■ ^ — ^—^ -- ^ 

la somma di A,Bi e di un altro ' ' 
segmento, ed A è compreso in BG. Dunque il teorema è dimo- 
strato, potendo ripetere gli stessi ragionamenti per gli angoli 
e per i diedri. 

Definizione. — Dì due grandezza elementan, la prima è maggiore 
della seconda, e la seconda è minore della prima, se è possibile, dividerle 
in modo die nella prima, insieme ad altre, vi siano tutte le parti della 
seconda. 

Corollari. — ■ 1° Date due grandezze elementari, se la 
prima è maggiore, o minore, della seconda, una grandezza 
elementare uguale alla prima è pure ma^^ore, o minore, di 
una grandezza elementare uguale alla seconda. 

2" Date due grandezze elementari, necessariamente una 
qualunque di esse deve essere maggiore, uguale, o minore 
dell'altra. 

Dati due segmenti A,B„ EgG,, presi i segmenti consecutivi 
AB = A,B„ BG^BjGi, in direzioni opposte, o G viene com- 
preso in AB, ed allora A,B, è maggiore di B^Cj, i punti A,, 
B, sono pìk lontani di Bj, G,, e scriviamo A,Bj > BjCj, leg- 
gendo: A[B, è Tìtaggiore di BjGi; o G coincide con A, ed allora 
A,B, ^BjG,, A viene compreso in BG, ed allora A.B, è 
minore di B,C„ i punti A^ B^ sono più vicini di Bj, C,, e 
scriviamo A.B, < BjGj, leggendo; A|B, è minore di B^G,. 

Uno dei tre casi A,Bi ^BjC, è sempre verificato ed esclude 
gli altri due. 
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3° Date tre grandézze elementari, necessariamente almeno 
una non è minore di nessuna delle altre due, ed almeno una 
non è maggiore di nessuna delle altre due. 

4° Date più grandezze elementari, se la prima è maggiore, 
mmore della seconda, la seconda maniere, o minore, della 
teizi 6 COSI di s^uito, la prima è pure maggiore, o minore, 
dell ultimi 

Ln angolo o diedro convesso, è minore di un angolo, o 
diedi piatt ) mentre un angolo, o diedro concavo, è maggiore 
di un angob o dieiio piatto, e viceversa. 

&ÌI Definizione — 1* Una grandezza elementare si dice differenza 
di a! re d e ila guati [nndo sommata colla minore di esse dà una gran- 
dezza uguale alK niggiore. 

Corollari — 1" Dati due segmenti A.Bi > B^C^, e presi 
die segmenti l nsecitivi ABsAiBj, BC = B^Gj, in direzioni 
A, s, opposte, G è compreso in AB, quindi 

7ZZ ' , . -r A.,B, = BjCì + AC, ed AC è diffe- 

*' e, A e "^ ■" renza tra A^Bj, B^G,; scriveremo 

AG = AjB, — BjGi, e leggeremo: AG è uguale ad A,Bi meno 
B^G,. 

La somma di B^Gj con un segmento madore, o minore, di 
AG non è uguale ad A|Bi, quindi un segmento maggiore, 
minore, di AC non può essere differenza dei due segmenti 
dati. 

Esiste sempre una grandezza elementare differenza di due 
date grandezze elementari disuguali, dipendente solamente da 
esse , che si può trovare divìdendo la maggiore in due parti 
una delle quali sia uguale alla minore, e prendendo 1' altra. 
2" Sono uguali le grandezze elementari differenze di gran- 
dezze elementari uguali. 

Definizione. — 2* Sottrarre da ina data grandezza elei e ita e 
un'altra minore di ossa s^ilica tro\aie la loio liflereiua 

Dati due angoli, o diedri supplem ntari ciibcuno -ii tro\a 
sottraendo l'altro da un angolo o diedro piatto quindi la 
proposizione: sono uguali due angoli o diedri supplementai i 
dì angoli, o diedri, uguali (33 T i") {39 1 ^"1 t. un t^aso \m- 
tieolare dell'ultìrao corollario. 
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58. Teorema 1° — Date due grandezze elemen- 
tari, se la prima è maggiore, uguale, o minore della 
seconda, sommando ad ambedue grandezze elemen- 
tari uguali, la prima somma è maggiore, uguale, o 
minore della seconda. 

Sia A,B',sA,B„ B,G, = B^C^, e sia A,C, = A^B, + B,C„ 
A,G, = A,B3^'f BjC,. 

Se A,B, sAjBj. sappiamo già che A,G, sA^C^ (55, T.); so 
poi A,B, > AjBj, ponendo contemporaneamente G.j, Bj sopra 
C|, Bj, il punto Aj viene compreso nel .^ b, e, 

segmento AjB,, essendo AjBi > AjBj, dun- ' A. s, """ ^z 
que A|Gj > AjC^. Bimane così pure dimo- A, v, e, 

strato elle, se A,B, < A^B,, sì ha A,C, < A^C,. 

Teorema 3° — Date due grandezze elementari, 
se la prima è maggiore, uguale, o minore della 
seconda, sottraendo da ambedue grandezze elemen- 
tari uguali, la prima differenza è maggiore, uguale, 
minore della seconda. 

Sia A,B, ^ A^Ej, B,C, = B^Cj, 6 sia A,G, = A,B, — E,G„ 
AjGj = AjBj — BjG„ supponendo naturalmente AjBj > B.C,, 
AgD, > BjG,. 

Se A,B, sAjBj, sappiamo già che A,G, sAjC, (57, C. 2»); 
se poi A,B, > AaBj, ponendo contemporaneamente B^, G, sopra 
B|, C|, il punto A^ viene compreso nel 

segmento AiB„ essendo AjB, > A^Bj ; ma, -^— - — ^ ■ ' 

essendo AjB^ > BjCj, deve venire C^ com- -^ — ~ •' 

preso in A^B^, dunque A^ deve venire com- ' ' 
preso nel segmento kfì^, "e perciò A,G, > AjG,. 

Rimane cosi pure dimostrato che, se AjE^ < A^B^, si ha 
A,G, < AjG^. 

Corollari. — 1° Date due grandezze elementari, se la prima 
è maggiore, o minore, della seconda, sommando ad ambedue 
grandezze elementari, tali che quella sommata alla prima sia 
maggiore, o minore, di quella sommata alla seconda, la prima 
somma è madore, o minore, della seconda. 
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2° Date due grandezze eiemenlari, se la prima è madore, 
minore, della seconda, sottraendo da ambedue grandezze ele- 
mentari, tali che quella sottratta dalla prima sia minore, o 
maggiore, di quella sottratta dalla seconda, la prima differenza 
è maggiore, o minore, della seconda. 

3" Dato due grandezze elementari uguali, sommando ad 
amiedue grandezze elementari, se quella sommata alla prima 
è maggiore, o minore, di quella sommata alla seconda, la prima 
somma è ma^iore, o minore, della seconda. 

4° Date due grandezze elementari uguali, sottraendo da 
ambedue grandezze elementari, se quella sottratta dalla prima 
è maggiore, o minore, dì quella sottratta dalla seconda, la 
prima differenza è minore, o maggiore, della seconda. 

59- Definizioni. — 1' Una grandezza elementare si dice -multipla di 
un'altra secondo il numero 1, 2, 3, ..., quando si può dividere in i, 2, 3, .... 
parti uguali ad essa. 

2° Una grandezza elementare si dice swnmulHpla di un'altra se- 
condo il numero 1, 2, 3, , quando questa si puft dividere in 1, 2, 3, 

parti ugTiati bA essa 

3» p grandezze elementari si dicono fqutmulHple o equ s im-u! 
tiple di altre quando sono tutt« nult pie o summi Itiple di es^e 'lecondo 
lo stesso nu nero 

Una grandezza e multipla e summultipla di ^e stessa seonl 
il numeri 1 

Corollario — Esistt, sempre una grandezza elementare 
multipla di un alti a secondo un numero dato pei che e'ìiste 
sempre una grandezza dementale somma di date ^landezze 
elementaii Pei trovarla hista freudere la giandezza elemen 
lare che ha per p^rti t.onsPcuti\t tante parti uguali alla 
grandezza data quante &ono le umta lei numeio lato 

L esistenza di ma grandezza elementaie ^umnultipla di 
un altia wonìo un Hto nuritto de^e e'^&eie dimostrata 
come faremo in ogni caso speciale 

Teorema 1° — Date due grandezze elementari, 
se la prima è maggiore, uguale, o minore della se- 
conda, una grandezza multipla della prima è pure 
maggiore, uguale, o minore di una grandezza equi- 
multipla delia seconda. 
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Se abbiamo due segmenti A^B, = AjB^, e se, per esempio, 
AjO,, AjGj sono due segmenti multipli di essi secondo il numero 
2, si ha A^C, = A5G5, perchè ciascuno di 
questi segmenti è la somma di due che sono • ' - • - — ■ ' 
uguali a quelli dell'altro (55, T,). Se poi j; — 5 — j- 
AjBi > AsBj, e se, per esempio, A|Gj, A,Cj ^ . .. . .... 

sono due segmenti multipli dì essi secondo il .. ' -- y-g . ' .. ^. .-. 
numero 8, cioè se AjGj = A,B,-|-B,Gi essendo - - > - ' 
A^B^ = B^G,, e A^Cj ^ A^B^ -j- B^C^ essendo A^B^ ^B^Gj, sot- 
traendo AjBj da ciascuno dei segmenti AjBj, B^G^, avremo le dif- 
ferenze A',Bi, B'fii, e sarà A^G, = A,A', -f A',B, + ^i^'i + ^'i% 
ossia A,Gi = AiA\ + B.BV+AVB,-[-B\G^ (54, T, 2°); ma ah- 
biamo anche AjA\ + B,B'i = A^B^ -\- Bfi^ = A^Cg , dunque 
A-iCi > AjCa (56, D.). Rimane così pure dimostrato che, se 
A^B^ < AjBj, si ha A,C, < AjG^. 

Teorema 2° ■— Date due grandezze elementari, 
se la prima è maggiore, uguale, o minore delia se- 
conda, una grandezza summultipla della prima è pure 
maggiore, uguale, o minore di una grandezza equi- 
summultipla della seconda. 

Se i sementi AjB^, AgB^ sono equisummultipli dì altri due 
A-fii, Afi^, e se AjC, > A^Gj, non può essere A^B, ^ A^B^, 
perchè allora sarebbe AjG^ ^ A^Cj (59, T. 1"), dunque deve 
essere A^B, > AjB^ (56, G, 3°). Analogamente si dimostra che, 
se A^Gj ^ AjCj, si ha pure A^B^ ^ A^B^. 

Definizioni. — i' Una grandezza elementare è il doppio, il triplo, 

il quadruplo, , di un'altra, se è multipla dì easa secondo il numero 

3, 3, 4, 

Se una grandezza elementare è il doppio, iS triplo, il qua- 
druplo, , di un'altra, si dice pure che è uguale a 2, 3, 4, 

grandezze uguali ad essa. 

Un giro è doppio di un angolo, o diedro piatto, ovvero è 
uguale a due angoli, o diedri piatti. 

5* Una grandezza elementare è la metà, il (e/'30, il quarto, di 

un' altra, se è sununultìpla di essa secondo il numero 2, 3, 4, 

Un arsolo, o diedro piatto, è la metà di un giro. 
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60. Teorema. ■ — Una grandezza elementare non 
può essere divisa, in piìi modi, in imo stesso numero 
di parti uguali. 

Per esempio, un segmento AB non può essere, in più modi, 
diviso in tre parti uguali. Infatti, se lo dividono in tre parti 
uguali i punti C„ C; ed i punti C'„ C'j, cioè 
ìL. ^' f' -? se AG, = GiGj = G^B e AG', = G'^G'^ = G'^B, 
' essendo ciascuno dei segmenti AC^, AG'; il 

terzo di AB, abbiamo AG, = AG', (69, T. 2°), dunque C', deve 
coincidere con C^ e C'j con C^, Analogamente si dimostra il 
teorema per una grandezza elementare qualungue, divisa in 
un numero qualunque di parti uguali. 

«!■ Teorema 1" — Quando una retta scorre su 
se stessa, tutti i suoi punti descrivono segmenti uguali. 
Supponiamo clie una retta r scorra su se stessa, in modo 
che i suoi punti A, B vengano in A', B', descrivendo i seg- 
menti AA', BE'. Evidentemente è ABs A'B'; ora, se B è un 
punto di AA', si ha AB -|- EA' s A'B' -j- BA' (55, T.), ossìa 
_ AA'sBB', se B non è un punto 

£ à £ !^' f -' diAA'.sihaAB— A'B^A'B'— A'B 

^ , . K, ' . (5'^' C- 2"), ossìa AA' s BB', dun- 

' A A -^ J" jjijg jjj pgjjj (,ggg (jyg qualunque 

punti della retta descrivono segmenti uguali. 

Teorema 3° — Quando un piano scorre su se 

stesso, strisciando lungo un asse, tutti i suoi punti 

descrivono segmenti uguali. 
Il piano IT scorra su se stesso, strisciando lungo l'asse GG', 
finché i suoi punti A, B, non situati sopra 
lina stessa retta parallela all'asse, vengano 
in A', B'. Se le rette AB, A'B' incontrano 
l'asse nei punti G, C , sappiamo che 
AA' - GG', BB' = GG' (45, T.), dunque deve 



: AA' = BB'. 
punti dell'asse, o due punti di una retta ad t 
siccome l'asse o tutte le sue rette parallele scorrono su f 
stesse (45, T.), il teorema sarebbe pure vero (61, T. 1"), 
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— Quando una retta scorre 3u se stessa, o un p 
sa se stesso, strisciando lungo un asse, il segmento dello i 
è quello descritto da un punto qualunque della retta, o 



€8- La dimosirazione dei seguenti teoremi è perfettamente 
analoga a quella del penultimo. 

Teorema 1" — Quando uq piano scorro su se 
stesso, rotando intorno ad un centro, tutte le parti 
di retta determinate dai suoi punti e dal centro 
descrivono angoli uguali. 

Se il piano k ha scorso su se stesso, rotando intorno al 




centro P, in modo che i suoi punti A, B siano venuti in A.', B', 
abbiamo sempre P.AA' = P.BB'. 

Teorema 3° -— Quando una figura rota intorno 
ad un asse, tutte le parti di piano determinate dai 
suoi punti e dall'asse descrivono diedri uguali. 

Se una figura ha rotato intorno ad un asse r, in modo che 




i suoi punti A, E siano venuti in A', B', abbiamo sempre 
r.AA' = r-BB'. 

Definizioni. — 1" Quando un piano scorre su se stesso, rotando intorno 
ad un centro, l'angolo della rotazione è quello descritto nel piano da 
una sua parte qualunqiie di retta uscente dal centro- 
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3= Quando una figura rota intorno ad un asse, il dieéro della ro- 
taisione è quello lÌBScritto da una partp qualunque di piano uscente dal- 

Quando un piano scorre su se stesso, rotando di due angoli 
piatti intorno ad un centro, o (piando una figura qualunque 
rota di due diedri piatti intorno ad un asse, ritorna sempre 
nella posizione primitiva, dopo aver compiuto un giro. Così 
una figura compie la metà di un ffiro Intorno ad un asse, 
quando rota di un diedro piatto intomo ad esso, ed un piano 
strisciando su se stesso compie la metà dì un giro intorno ad 
un centro, quando scorre su se stesso, rotando intorno ad 
esso di un angolo piatto. 

Le due parti uguali in cui un piano è diviso da una delle 
sue rette, si possono scambiare, o facendo compiere al piano 
la metà di un giro intomo alla retta, o facendolo scorrere su 
se stesso, compiendo pure la metà di nn giro intorno ad un 
punto della retta (24, G.3"). 



T. Rette e plaoi perpendicolari. 

C3. Teorema. — Vi sono infinite coppie di rette, 
che formano quattro angoli uguali. 

Data una retta BD ed un suo piano n, facciamo compiere 
a Tt la metà di un giro intorno a BD. C^i punto A di ti 



prende una nuova posizione G sullo stesso piano, la retta AC 
incontra BD^in un punto P, e P.AB= P.BG^ma RAB s P^, 
P.BC = P.DA (33, T. i"), perciò P.AB s^ pSg = PiS) = RDÀ, 
duncpie sono uguali i quattro angoli formati dalle rette AG, BD. 
Anche tutto le coppie di rette A'G', B'D' parallele ad AC, BD, 
formano angoli tutti uguali ihi loro (50). 
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— SI — 
Definizioni. — i° Due fette si dicono perpendicolari, se formano 
quattro angoli uguali. 

2^ Due rette si dicono obUqwe, quando non sono né perpendicolari 
uè parallele. 

Se due rette perpendicolari s'incontrano, si dice che sono 
perpendicolari nel punto comune. 

Parlando di segmenti perpendicolari, ovvero obliqui, inten- 
diamo dire che sono perpendicolari, ovvero oblique, le loro rette. 
Corollario. — Le rette perpendicolari ad una stessa retta, 
sono perpendicolari a tutte le sue parallele (50). 

C4. Definizione. — l'- Si chiama angolo retto ciascuno dei quattro 
angoli \iguali formati da due rette perpendicolari. 

Corollari, — 1" Un giro è uguale a quattro angoli retti, un 
angolo piatto è uguale a due angoli retti; un angolo retto è la 
quarta parte di un giro, e la metà di un angolo piatto. 

S° Tutti gli angoli retti sono uguali fra loro. Infatti cia- 
scuno è la metà di un angolo piatto, e sono uguali le gran- 
dezze elementari metà di grandezze elementari uguali (59, T.S"). 

Z" In un piano, due rette perpendicolari ad una terza 
sono parallele. 

Se m n le rette AG^ A'G ^o perpendic laii a lìB nei 
punti P P abbiamo P AD ~ P^Xd quindi AC A C sono pa- 
rallele (42 1°) 

Definizioni — 2" Un ingoio si dice ac ito o ottu ì quando è mi- 
noie o maggioie di un angolo retto 

3' Due angoli si di oni <,om]l neiitmi quando H loro somma è 

Corollario — 4° Som uguali gli in^jOli complementari 
di angoli utruah InCitti ciascuno di essi e la difierenza di un 
angolo Ietto di uno dei due anj^oli uguali (57, G 3°). 

Teorema. — In un piano dato, per uno dei suoi 
punti passa sempre una perpendicolare ad una delle 
sue rette, ed una sola. 

Dato un piano tt, e la sua retta BD, possiamo prendere su n 
un punto A' fuori della retta BD, o'un punto P sopra di e^a 
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Nel primo caso già sappiamo che per A' passa una retta A'C 
perpendicolare a BD (63, T.), che poi ve ne passi una sola 
é chiaro, perchè, se ve ne passasse un'altra, si 
avrebbero due rette parallele (04, C. 3") con un 
punto comune A', ciò che è assurdo. Nel secondo 
caso la retta AC, parallela ad A'ff e condotta 
per P, è perpendicolare a BD. È poi chiaro che 
oltre ad AC non vi sono altre rette di tt perpendicolari a BD 
in P, perchè un angolo piatto non può essere in più modi 
diviso in due parti uguali (60, T.), 

Corollario. — 5° Vi sono infinite rette perpendicolari ad 
una retta data e che passano per un punto dato. Infatti, se 
il punto è preso sulla retta, ve ne è una in ogni piano con- 
dotto per la retta, e se il punto è preso fuori della retta, vi 
sono tutte quelle parallele alle prime. 

«5. Teorema. — Vi sono infinite coppie di piani, 
che formano quattro diedri uguali. 

Consideriamo una retta a ed altre due ì), e perpendicolari 
ad essa in uno stesso punto P (64, G. 5°). Le partì staccate 
da P, sulle o, h, e, siano FA, FA'; 
PB, PB'; PC, PC. Facendo compiere 
alla figura un mezzo giro, intorno 
, all'asse AA', la parte Ca, del piano ca, 
viene a coincidere con l'altra ^a, e 
la parte «B, del piano ah, viene a coin- 
cidere conJ|altra_aB' (62j^. 2")^ra 
essendo RAB s p'AB' e P.AC = P.AG', 
perchè h, e sono perpendicolari ad «, 
dopo il movimento accennato la parte 
PB verrà in PB', e la PC in PC', ijuindi dopo la rota- 
zione il piano Ì)C si troverà nella stessa posizione di prima, 
ma saranno scambiate le sue parti bC, &G'. Da tutto ciò si 
deduce che i diedri 6.AC, &.AG' sono uguali, perchè possiamo 
farli coincidere;^ 6TÀC = ì).k'G^.kQ' s b.k'G (39, T. !'■), 
perciò B.AG = b.A.G' = fi.A'G s b.A'C, dunque sono uguali i 
giiattro diedri formati dai due piani ab, bc. 

Anche tutte le coppie di piani paralleh a due qualunque 
dei piani ab, bc, ca formano quattro diedri uguah (48, T. 3"). 
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Definizioni. — 1' Dae piani à dicono per^móUcolari, se formano 
ijuattro diedri uguali. 

2^ Due piani sì dicono obliqui, se non sono né perpendioolari né 
paralleli. 

Due piani perpendicolari non possono essere paralleli, quindi 
s'incontrano secondo una retta: si dice che sono perpendicolari 
nelia retta comune. 

Parlando di parti di piano perpendicolari, ovvero oblique, 
intendiamo dire che sono perpendicolari, ovvero obliqui, i due 
piani cui appartengono. 

Corollario. — I piani perpendicolari ad uno stesso piano, 
sono perpendicolari a tutti i suoi piani paralleli (48, T. 2"). 

©fi. Definizione. — 1^ Si oHaraa diedro retto ciascuno dei quattro 
diedri uguali formati da due piani perpendicolari. 

Corollari, — 1° Un giro è uguale a quattro diedri retti, 
un diedro piatto è uguale a due diedri retti; un diedro retto 
è la quarta parte di un giro, e la metà di un diedro piatto. 

2" Tutti i diedri retti sono uguali fra loro (59, T. 2°). 

3° Due piani perpendicolari ad un terzo, in due rette 
parallele, sono paralleli (44, G. 1°). 

Definizioni. — 2' Un diedro si dice acuto, a ottuso, quando è minore, 
maggiore, di un diedro retto. 

S*- Due diedri 3Ì dicono complementari, quando la loro somma è 
un diedro retto. 

Corollario — 4° Sono uguali i diedri complementari di 
diedri uguali (57, C. 2°). 

Teorema. — Vi è un piano, ed uno solo, per- 
pendicolare ad un piano dato in una delle sue rette. 

Se AVC, BVD' sono due piani perpendicolari (65, T.), e se 
BrD e r sono il piano dato 
e la sua retta data, po- 
niamo r' sulla r e B'r'D' 
sul piano BrD. Il piano 
AVC, nella nuova posi- 
zione ArC, è perpendico- z> 
lare a BrD e passa per 
È poi chiaro che oltre ad ArC non 
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sano per r e sono perpendicolari a BrD, perchè un diedro 
piatto non può essere in più modi diviso in due parti uguali 
(60, T.)- 

«9. Teorema. — Se una retta è perpendicolare a 
due rette di un piano, non parallele, è anche per- 
pendicolare a tutte le altre sue rette. 

Se la retta a è perpendicolare a duo rette, non parallele, 
di un piano tt, lo incontra in un punto P; infatti, se la retta a 
fi)ss6 parallela a ir, e dovesse essere perpendicolare a due 
sue retttì &, e, non parallele, condu- 
cendo in TT la parallela a' alla a, per 
7 il punto bc, avremmo in ti due rette ò, 
e perpendicolari ad (f in bc; ma ciò 
è assurdo (64, T.), dunijue a deve in- 
contrare TT. Siano b'r e', di le rette 
^ / parallele alle h, e, d, ehs passano 

per P e ijuindi giacciono in tt. Dal- 
l'ipotesi fatta discende che a è perpendicolare a 6', e' (63, C); 
si tratta di dimostrare che è anche perpendicolare a d'. 

Se e' è la retta del piano cuS, perpendicolare ad a in P, il 
piano (ri/ è perpendicolare al piano Ve', perchè e', ì)' sono 
perpendicolari ad a in P (65, T.); ma anche il piano Ve' è 
perpendicolare ad ab', perchè V, e' sono perpendicolari ad a 
in P (65, T.), dunqne, non potendo esservi due piani Ve', Ve' 
perpendicolari al piano aV nella stessa retta V (66, T.), neces- 
sariamente Ve' deve coincidere con b'c', quindi e* deve coin- 
cidere con d', che per conseguenza deve essere perpendicolare 
ad a (N. XXII.). 

Deflniaìoni. — 1^ Una retta ed un piano sono perpéndicoìari, quando 
la retta è perpendicolare a tutte qoelle del piano. 

2' Una rotta ed un piano sono obliqui, quando non sono né per- 
pendicolari né paralleli. 

Un piano ed una retta perpendicolari s'incontrano; si dice 
che sono perpendicolari nel punto comune. Parlando dì un 
segmento ed una parte di piano perpendicolari, ovvero obliqui, 
intenderemo dire che sono perpendicolari, ovvero obliqui, la 
retta e il piano cui appartengono. 
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Corollari. — 1° Se una retta è perpendicolare ad un piano, 
sono ad esso perpendicolari tutti i piani passanti per la retta. 
2° Se PA, PB sono due parti di retta, uscenti da uno 
stésso punto P di un piano tt, e se PA è per- 
pendicolare a TT, qiiando PA, PB giacciono da 
uno stesso lato rispetto ad esso, se CD è la 
retta segata da! loro piano su ir, la PB deve 
essere fcompresa in uno, P.AD, dei due angoli , 

retti fT^j^P .AC {67^ D. 2'); qiiintli abbiamo ^_^ 
P.AB < PAÌ>, e PAB è acuto, Viceversa, so P.AB è acuto, 
ossia mmoie di un angolo retto, la PB deve essere compresa 
in uno dei due angoli P AD, P.AC, e quindi PA,PB devono 
giacete da uno -itesso lato rispetto a Tt. 

3° Se un piano e pei pendicolare ad una retta, è perpen- 
dicolare anche a tutte le sue parallele. 

Intatti ogni retta del piano, essendo perpendicolare alla retta 
data, è perpendicolare anche a tutte le sue parallele. 

4° Se una retta è perpendicolare ad un piano, è perpen- 
dicolare anche a tutti i piani paralleli. 

Infatti la retta,' essendo perpendicolare a tutte quelle del 
piano dato, è perpendicolare anche a queUe parallele, situate 
nei piani paralleli ad esso. 

«8. Teorema 1° — Per- un punto dato passa 
sempre un piano perpendicolare ad una retta data, 
ed uno solo. 

Bisogna distinguerò due casi, perchè il punto dato può tro- 
varsi sulla retta data, o fuori di essa. Se P è un punto dato 
della retta r, e se PA, PB sono due rett-e perpendicolari ad 
r in P, il piano a che contiene PA, PB è perpendicolare ad 
r in P (64, G. 5"), oltre al piano a non ve ne possono es- 
sere altri perpendicolari 
ad r in P, perchè se ve 
ne fosse un altro p, in- 
coHtrerebhe il primo in 
una retta PA perpendi- 
colare ad ■/*, o tutti i piani 
condotti per *■, eccetto 
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quello che passa per PA, segherebbero i piani a, g secondo 
due rette cwme PB, PB' perpendicolari ad r in P, e poste in 
uno stesso piano con r, ciò che è assurdo. 

Se G è un punto dato fuori di r, il piano f , condotto per 
G e parallelo ad a, è perpendicolare ad r (67, G. 4°); se per 
C pacasse un altro piano perpendicolare ad r, quello parallelo 
condotto per P. sarebbe perpendicolare ad r in P, e distìnto 
da a, ciò che è assurdo; dunque in ogni caso per il punto 
dato passa un piano perpendicolare ad una rotta data, ed 
uno solo. 

Corollario. — 1" Il teorema precedente si può enunciare 
dicendo: tutte le perpendicolari ad una retta, condotte per 
uno stesso punto, giacciono In uno stesso piano, quello per- 
pendicolare alla retta data e che passa per il punto dato. 

Teorema 2° — Per un punto dato passa sempre 
una retta perpendicolare ad un piano dato, ed una 
sola. 

Se P è un punto di un piano tt, e se &, c sono due rette 
di TTj che passano por P, tutte le perpendicolari a &, t; in P 
giacciono nei piani perpendicolari alle 6, e in P (68, G.) ; quindi 
la retta a comune, ed essa sola, è perpendicolare a &, e, e 
perciò a TT in P. 
Se Q è un punto dato fuori di P, la retta a', parallela ad 
a e condotta per Q, è perpendicolare a tt 
(67, C. 3°); se per Q passasse un'altra retta 
perpendicolare a u, la parallela condotta per P 
sarebbe pure perpendicolare a ^ e distinta 
da a, ciò che è assurdo, dunque in ogni caso 
per un punto dato passa una retta perpen- 
dicolare ad un piano dato, ed una sola. 
Corollari. — 2" Se un piano scorre su se stesso, rotando 
intorno ad un centro, rota intorno alla retta ad esso perpen- 
dicolare nel centro ; viceversa, se un piano rota intomo ad 
una retta ad esso perpendicolare in un punto, rota intorno 
ad esso come centro, scorrendo su se stesso. 

3° Quando una figura rota intomo ad un asse, c^ni suo 
punto si muove nel piano condotto per esso e perpendicolare 
all'asse. 
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4° Tutte le rette perpendicolari ad uno stesso piano sono 
parallele. 

Infatti se o, «' sono perpendicolari a ti, e se la retta parallela 

ad- a, condotta per un punto Q di a', fosse distinta da a', per Q 

passerebbero due rette perpendicolari a ti, ciò che è assurdo. 

5° Tutti i piani perpendicolari ad una stessa retta sono 

paralleli. 

Infatti se a, t sono due piani perpendicolari ad r, e se il 
piano parallelo ad ci, condotto per un punto G di t, fosse di- 
stinto da T, per G passerebbero due piani perpendicolari ad r, 
ciò che è assurdo. 

B9- Definizione. — Le sezioni normali di un. diedro sono quelle 
(49, D.) fatte da piani perpendicolari allo spigolo. 

Corollario. — 1" Tutte le sezioni normali di uno stesso 
diedro, convesso o concavo, sono uguali fra loro. 

Infetti i piani di due sezioni normali sono paralleli (68, C, 5°), 
e sono uguali le sezioni fatte da piani paralleli (49, C). 

Teorema 1° — Dati due diedri qualunque, se il 
primo è maggiore, uguale, o minore del secondo, 
una sezione normale del primo è pure maggiore, 
uguale, o minore di una sezione normale del secondo, 
e viceversa. 

Siano PAB, P.'A'B' due sezioni normali dei diedri r.KB, r.'A'B', 
convessi o concavi, Se r.AB = r/AIB', facendo coincidere i due 
diedri in modo che P' cada in P, il piano 
dell'angolo PAÈ, essendo perpendicolare 
ad r in P, deve coincidere col piano 
dell'angolo pTa'B' {68, T. i"), dunque 
P'A.', P'B' devono coincidere con_PA, PB, 
e perciò deve essere P.AB s P,'A.'B'. 

Se rAB > rTÀ^Q', ponendo lo spigolo r" sullo spigolo ? 
punto P' nel punto P e la faccia r'M' 
sulla feccia rA, l'altra taccia r'B i 
viene compresa in r.AB (56, D.), e e^ 
il piano di P.'A'B' viene a coinci- 
dere con quello di P.AB (68, T. 1"), 
quindi P'A' coincide con PA, e P'B' 
viene compresa in P.AB, dunque P.AB > I\'A'B'. 
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Rimane cosi dimostrato anelie il terzo caso, perchè la stessa 
ipotesi e la stessa conclusione del secondo si possono espri- 
mere dicendo: se r7À!B'<r.kB, si haJP.'A'B^PAB. 

Inversamente, se per esempio è P.AB > P.'A'B', non può 
essere ^.AB § r.'AJB', poiché si avrebbe P.AB 5 P.'A'B', dunque 
deve e8sere__ nlÈ > r/A'B': _c^ì se p!aBj< P.'A'B', si ha 
rAB < rTATB', e se P^AB = pTÀ^B', si ha r.AB = rJA^B'. 

Corollari. — 2° Le sezioni normali di un diedro retto 
sono angoli retti. 

3" Se un diedro è acuto, ottuso, una sua sezione normale 
è un angolo pure acuto, ottuso. 

Teorema 2° — Se un diedro qualunque è somma, 
differenza, di altri due, una sua sezione normale è 
pure somma, diiferenza, di sezioni normali degli 
altri due, e viceversa. 

Se r.AB = r.AG + r.CB, conducendo un piano perpendicolare 
allo spigolo r in un punto P, abbiamo le sezioni 
normali P.AB, P.AG, P.GB rispettivamente dei 
diedri r.AB, r.AC, r.GB, ed evidentemente 
RAB = P.AG + P.GB^Da!la_stessa figura si de- 
duce che avendo r.AC s r-AB — r.BG, si ha 
pXg s PAB — P.BG. 
Le proprietà inverse si dimostrano analogamente. 
Corollario. — 4° Se due diedri sono supplementari, 
complementari, le loro sezioni normali sono pure supplemen- 
tari, complementari; e viceversa. 

Teorema 3° — Se due piani hanno una retta co- 
mune, gli angoli formati da due rette ad essi per- 
pendicolari sono uguali alle sezioni normali dei loro 
diedri. 

I due piani dati siano A.rC, Br-D, condotti per una stessa 
retta r, se vengono tagliati dal piano it, perpendicolare ad r 
nel punto P, secondo le rette APG, BPD, le sezioni normali dei 
loro diedri sono gli angoli formati da queste rette. Dovendo ora 
considerare gli angoli formati da due rette perpendicolari ai 
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piani dati, possiamo prendere quelle A^PG^, BjPD^ condotte per 
il punto P, e che quindi 
giacciono in tt e sono per- 
pendicolari^aUe APC, BPD. 
Essendo P.AAi s PÌBD,, per- 
chè ambedue angoli retti, se 
fecciamo scorrere ti su se 
stesso, rotando di un an- 
golo retto intomo a P, le 
parti di retta PA, PB ven- 
gono a prendere lo posizioni 
PA^, PD, (62, T. 1"), quindi 
P.AB=P.A,Di, e gli aiuoli formati dalle rette A^PG^, BiPDj 
sono uguali alle sezioni normali dei diedri formati dai piani 
datiArC, BrD. ___^ 

Corollari. — 5" Se consideriamo un diedro convesso r.AB, e 
se conduciamo le parti di retta PA^, PB, perpendicolari alle 
facce rk, rB in un punto P delio spigolo, in modo che PA 
giaccia daiio stesso lato della faccia rB rispetto all'altra rA, 
e PB dallo stesso lato delia faccia rk. rispetto all'altra j'B, 
l'angolo convesso P.AiBjè supplementare della sezione normale 
PAB del diedro dato r.AB. 

6° Se tiriamo le retto A'G', B'D' parallele alle A-fi^, B,D„ e 
le rette A"G", B"D" parallele alle AC, BD, gli angoli formati 
dalle prime sono i^aiì a quelli formati dalle seconde, ossia: 
date due coppie di rette, o situate in uno stesso piano, o pa- 
rallele ad uno stesso piano, se ciascuna retta di una coppia è 
perpendicolare ad una dell'altra, gli angoli formati dalle rette 
di una coppia sono uguali a quelli formati dalle rette dell'altra. 

*«. Teorema 1° — I piani che passano per un 
punto, e sono perpendicolari ad un piano dato, sono 
tutti quelli che contengono la perpendicolare al piano 
dato condotta per il punto dato. 

Sappiamo già che se « è la retta perpendicolare ad un piano 
TT, e che passa per un dato punto A, tutti i piani che passando 
per A contorcono a sono perpendicolari aTr(67, G. i°); vice- 
versa se a è un piano perpendicolare a n nella retta r, e se 
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contiene il punto A, contiene anche la retta a. Infatti sia AP 
la retta di a che passa per A ed è perpendicolare ad r in P, 
) il piano delle rette PA, PB perpen- 
dicolare ad r in P (67, T. }, l'angolo PAB 
1 la sezione normale del diedro retto r.AB, 
—^ quindi è un aiuolo retto (69, G. 2°), perciò 
PA è perpendicolare alle rette PB ed r nel 
punto P, quindi è la perpendicolare a con- 
dotta al loro piano n dal punto A. Rimane così dimostrato 
che a contiene a. 

Corollario. — Una retta è perpendicolare ad un piano, 
se è comune a due piani ad esso perpendicolari. 

Teorema 2° — Per una retta, cbe non sia per- 
pendicolare ad un piano dato, passa un piano perpen- 
dicolare ad esso, ed uno solo. 

Le perpendicolari AA', BE', condotte al piano dato tt da due 
punti qiialunqTie A, B di una retta data 
AB, non perpendicolare a te, essendo pa- 
' rallele (6S, G. 4°), stanno in uno ste^o 
piano che contiene la retta AB ed è per- 
pendicolare a TT (67, C. 1°). Per AB non 
possono passare altri piani perpendicolari 
a TT, perchè altrimenti AB, contro l'ipotesi, sarebbe perpendi- 
colare a TT (70, G.)- 

11. Definizioni. — 1= La proiezione di un punto sopra una retta è 
la sua intersezione col piano proietta3ite, ad essa perpendicolare o con- 
dotto per il pnnto. 
Se A è il punto dato ed r una retta data, il piano che 
proietta A è quello a perpendicolare ad r 
condotto per A, e la proiezione A' di A 
sopra r è il punto ra. Evidentemente sulla 

r tutti i punti A, A„ A^, , di a, hanno 

3sa proiezione A'; ogni punto A' di r 
ha se stesso per proiezione. 

2" La proiezione dì uu segmento sopra una retta è il segmento 
determinato su di essa dalle proiezioni degli estremi. 
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Se A', B' sono le proiezioni 
di A, B sopra r, il 
A'B' è la proiezione del 
mento AB. 

Corollari. — 1°' La proiezione C di un punto qualunque 
G di AB è un punto di A'B', perchè il piano t che proietta 
C, essendo parallelo ai piani a, che proiettano A, B (68, C), 
deve giacere tutto da uno stesso lato rispetto a ciascuno di essi 
(44, C. 3°); viceversa ogni punto C di A'B' è proiezione di un 
punto C di AB. I punti di AB, A'B' si corrispondono univo- 
camente, in modo che ogni punto di AB ha per corrispon- 
dente la sua proiezione sopra A'B'. 

3° Se A' è la proiezione di A sopra r, la retta AA' è 
perpendicolare ad r; perciò se dohbiamo proiettare punti tutti 
situati sopra uno stesso piano, che contiene r, basta per cia- 
scuno conduire nel piano la retta perpendicolare ad r e pren- 
dere il punto m cui la mcontia 

Coy m UH pnno ir un stgmonto ^B si proietta sopra una 
ietta y condueendo di A B le lette iA', BB' perpendicolari 
ad } nei punti A' B' e prendendo il 
segmento A B . Se un segmento CD ha 
un estremo C sulla retta r, e se D' è 
la proiezione dell'altro estremo D, la 
proiezione di CD è il semento CD'. 

916. Befinizioni. — i' La proiezione di un 
la sua iutersezione colla retta proiettante., ad ei 
dotta per il punto. 

Se A è un punto dato e n un piano dato, 
la retta che proietta A è quella a perpendi- 
colare a Tt condotta per A (68, T. 2"), e la 
proiezione A' di A sopra tt è il punto iitt. 
Evidentemente sopra ir tutti i punti A, Aj, 

A^, , di a, hanno la stessa proiezione A': U 

ogni punto A' di ir ha se stesso per proiezione. j 

2fl La proiezione dì una retta sopra un piano, cLe non sia ad ef 
perpendicolare, è la intersezione del piano con qa^^o proiettante, ad es 
perpendicolare e condotto per la retta. 
Se AB è una retta data e n un piano dato, non perpeni 



punto sopra un piano è 
iO perpendicolare e con- 
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colare ad AB, il piano perpendicolare a n condotto per A.B 
(70, T. 2") è quello che proietta AB 
sopra TI, e la sua intersezione A'B' con tt 
è la retta proiezione di AB sopra Tt. 
Evidentemente AB incontra n in G, e la 
e A tì'i gj^g proiezione A'B' passa pure per C : 
ogni retta di ti ha se stessa per proiezione. 

3* La prùiesione di un Begmcnto sopra un piano è il segmento 
determinato sul piano dalle proiezioni degli estremi. 

Se AB è il segmento dato e ir il piano dato, chiamando A', B' 
le proiezioni di A, B su tt, il segmento A'B' è la proiezione 
del segmento AB. Se un segmento CD ha un estremo G sul 
piano n, e se D' è la proiezione dell'altro estremo D, la proie- 
zione di GB è il segmento CD'. 

Corollari. — 1' Tutte le rette AA', BB', , perpendicolari 

a TT e condotte dai punti A, B, della retta AB, stanno nel 

piano che la proietta su ir (70, T. 2°), e qumdi tutte le proiezioni 

A', B', , dei punti di AB, stanno sulla sua proiezione A'B' ; 

viceversa, preso un punto qualimijue A' della proiezione di 
AB, la retta A' A, perpendicolare a Tt in A', deve stare in tutti 
i piani perpendicolari a Tt che passano per A (70, T. 1"), e 
quindi nel piano che proietta AB; dunque A' A, non polendo 
■essere parallela ad AB (67, C. 3°), la incontra in un punto A, 
di cui A' è proiezione. 1 punti di AB, A'B' si corrispondono 
univocamente. 

2° Se A'B' è la proiezione di Un segmento AB sul piano 
TT, ogni punto G dì AB ha per proiezione un punto C' di A'B', 
e viceversa ogni punto C' di A'B' è proiezione di un punto 
G di AB. 



VI. Figure simmetriche. 



SS. Definizioni, — 1* Due punti si àitoìia. simmetrici rispetto ad un 
piano, quando sono estremi di un segmento perpendicolare al piano, in 
un punto che lo divide per metà. 
Dato un piano tt ed un punto A, se la retta AA' è porpen- 
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dicolare a tt in P, prendendo PA' = PA 
troviamo il punto A', ed esso solo, 
trico di A rispetto a n. I punti di 
simmetrici di se stessi. 

2» Due figure a dicono simmetriche rispetto ad un piano, quando 

rispetto ad esso tutti i pimti di ciaaouna sono simmetrici di punti dei- 
Data una figura si può sempre trovarne un'altra, ed un^i 

sola, simmetrica rispetto ad un piano dato. 
Una figura può esisere simmetrica di se stessa rispetto ad 

un piano. 
Cos ppi eisempio 
L p ano e sm neti co pett i ì \ i esso per- 

pen ì colare 
Ui a retta e n n etr a petto t 1 ng f au ad essa per- 

pend colare 
Ctb elen ent d d e fi^ e nn etr che ri-i tto id un dato 

p ano SI co n t lo un voca nent 
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u p u to he lo d 



i Due pun 



pe 



ino (r rispetto ad 

pe peni o aie alla retta, 



Data una retta ? ed un punto A, m la ietta 
AA' è perpendicolare ad r in P, prendendo 
PA' = PA troviamo 11 punto A', ed esso solo, 
simmetrico di A rispetto ad r. I punti di r 
sono simmetrici di se stesai. 

2* Due figure ai dicono simmetriche rispetto ad 
simmetria, quando rispetto ad essa tutti i punti di 
trici di punti dell'altra. 

Data una figura si può sempre trovarne un'altra, ed una 
sola, simmetrica rispetto ad un asse dato. 

Se una figura giace tutta in un piano, la simmetrica rispetto 
ad una delle sue rette giace nello stesso piano. 

Una figura può essere simmetrica di se stessa rispetto ad 
una retta, che in questo caso si dice semplicemente asse della 
figura. 
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Così per esempio: 

Un piano è simmetrico rispetto ad ogni retta ad esso per- 
pendicolare. 

Una retta è simmetrica rispetto ad ogni retta ad essa per- 
pendicolare, e che la incontra. 

Un piano è simmetrico rispetto a ciascuna delle sue rette. 

GHi elementi di due figure simmetriche, rispetto ad un dato 
asse, si corrispondono univocamente. 

Corollari. — i" Se F, F' sono due figure simmetriclie 
rispetto ad un asse r, e se A, A' sono due punti di F, F' 
simmetrici rispetto ad r, il diedro rAA! è piatto, dunque fe- 
cendo rotare una F delle due figure, di due diedri retti intorno 
ad r, ogni suo punto A viene nella posizione del punto sim- 
metrico A' di P' (62,1.2"), ed F viene a coincidere con F'. 

Due figure simmetriche rispetto ad un asse sono uguali, e 
due figure sono simmetriche rispetto ad un asse, se ciascuna 
viene a coincidere coll'altra, rotando di due diedri retti intorno 
ad esso. 

2° In uno stesso piano due figure simmetriche rispetto ad 
un asse sono inversamente uguali. Cosi un piano è diviso in 
due parti inversamente uguali da ciascuna delle sue rette 
(24, C. 2°). 

?>" Una figura, simmetrica rispetto ad un asse, è divisa 
in due parti simmetriche ed uguali da ciascun piano che passa 

95. Deflniaioni. — 1' Due puati ai dicono simmetnci rispetto ad un 
terzo, quando sono estremi di un segmeato che lo contiene, ed è da esso 
dÌTÌ30 per metà. 

Dato un punto P ed un altro A, se la retta AA' contiene 
P, prendendo PA' s PA troviamo il punto A', ed esso solo, 
simmetrico di A rispetto a P. Il punto P è simmetrico dì se 
stesso. 

2' Due figure à. (Uoono simmetriche rispetto ad un punto, centro 
di simmetria, quando rispetto ad esso tutti i punti di ciascuna sono sira- 
metrioi di punti dell'altra. 

Data una figura si può sempre trovarne un'altra, ed una 
sola, simmetrica rispetto ad un centro dato. 

Se una figura giace tutta in un piano, la simmetrica rispetto 
ad uno dei suoi punti giace nello stesso piano. 
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Una figura può essere simmetrica di se stessa rispetto ad 
un punto, che in questo caso si dice semplicemente centro 
della figura. 

Così per esempio: 

Un piano è simmetrico rispetto a ciascuno dei suoi punti. 

Una retta è simmetrica rispetto a ciascuno dei suoi punti. 

Gli elementi di due figure simmetriche, rispetto ad un punto 
dato, si corrispondono univocamente. 

Corollari. — 1° Se F, F' sono due figure di uno stesso 
piano TT, simmetricte rispetto ad un centro P, e se A, A' sono 
due punti di F, W, simmetrici rispetto a P, l'aiuolo P.AA' è 
piatto ; dunque fiicendo rotare, sul piano tt, di due angoli retti 
intomo a P una F delle figure, ogni suo punto A viene neUa 
posizione del punto simmetrico A' di F' (6S, T. l"), ed F viene 
a coincidere con F'. 

In uno stesso piano due figure, simmetriclio rispetto ad un 
centro, sono direttamente uguali, e due figure, di uno stesso 
piano, sono simmetriche rispetto ad un centro, se ciascuna 
viene a coincidere con l'altra, rotando sul piano di due angoli 
retti intorno al centro. Così una retta è divisa in due parti 
uguali da ciascuno dei suoi punti (15, G. 4"). 

2" Una figura di un piano, simmetrica rispetto ad un 
centro, è divisa in due parti simmetriche, e direttamente 
uguali, da ciascuna retta del piano che passa per il centro. 
Così un piano è diviso in duo parti direttamente uguali da 
ciascuna delle sue rette (24, C. 2°). 



VII. Il circolo e la sfera (N. XXIII). 

'96. Definizioni. — 1" Una figura sì dice heoffo geometrico di un 
punto, elemento generatore, mobile con una certa legge, quando tutti i 
suoi punti soddisfano la legge data, e viceversa tutti i punti che la soddi- 
sfano appartengono alla figura. 
Se un piano n scorre su se stesso, rotando intomo ad un 

punto C, e se P„ Pj, Pg, sono posizioni di un suo punto P, 

abbiamo CP^ = CPj = CP^ = ~ CP, quindi tutti i punti 

Pj,P5,P3, sono equidistanti da C. Viceversa, se abbiamo 

GP' ^ GP, il punto P' è una posizione del punto P, perchè 
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facendo scorrere n su se stesso, rotando intorno a C, possiamo 
sempip pollare CP m CP 

Il punto P SI può considerale comp elemento generatole di 
una linea e luof,i geometiico di tutte !*■ sue posiricni la 
legge che i egola il movimento di P e espres'ia dicendo clie 
dpve riinaneie sopia un piano dito mentre e data K sua 
distanza da un punto fissato nel piano ùte bo 

3* r iremo e coh la 1 ea I ogo geo set co di tuft 5 unti 1 n 
p ino che hanno una lata distanza da in s io punto flsw 

SS S pra una ietta ) condotti m tt fei C m i die 
punti P Pj e due boli pei i quali GP, s GP^ = CP (51 Pi 1 ); 
1 due punti P^, P^ appai tengono al cirolo, il qm\e eviden- 
temente è simmetrico rispetto a G (75), dunque G è eentro di e. 
Corollario. — Un circolo non può avere più dì un centro, 

— ■ ■ - - ] Infetti se un circolo e di n avesse due 

centri G, G', i due punti P^, P/ di e, situati 
sulla retta GG', sareblero simmetrici ri- 
spetto a C, G', i quali dovrebbero perciò 
esstie due punti del segmento Pj, P;', che 
^ lesteiebbe m due modi diviso da essi m 

I due pai ti uguali, il che e a=fsurdo (60 T) 

iSS Definizioni — 1' Ogni '«gjiiento ohe ha per Gitremi il cpntio 
ed un punto di un circolo è imo dei suoi > -uigi 

2" E diametri di un circolo ogni segmento che ha per estremi 
due dei suoi punti Bimmetiici rispetto al eentro, 1 quali si dicono punti 
opposti del circolo 

Tutti 1 ra^ e tutti 1 diametri di uno stesso circolo sono 
uguali fra loro. 

Ogni diametro è doppio di un ra^io, e ogni raggio è la 
metà di un diametro. 

"Un diametro divide un circoio in due parti, ciascuna con- 
tiene tutti i punti del circolo situati nel suo piano da uno 
stesso lato del diametro ed opposti a quelli dell'altra. I punti 
opposti di un circolo si corrispondono univocamente. 

■S». Un circolo è individuato, quando sia dato il centro, 
un raggio, ed il suo piano. 

Un punto di un piano è centro di infiniti dei suoi circoli, cia- 
scuno individuato da un suo punto preso ad arbitrio sul piano. 
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— 67 — 
Definiaione. — Si dicono conaentrici tutti i cireoli, di uno stesso 
piano, che haano lo stesso ceatro. 

Teorema. — Sono uguali tutti i circoli che tianno 
raggi uguali. 

Se C, C sono i centri 
e IT, n' i piani di due cir- 
coli e, g', prendendo due 
raggi qualunque GP, C'P', 
se CP = C'P', possiamo 
sempre far coinciderò tt' 
con TI, C con C, C'P' con 
CP (24, C. 1"), e quindi d con e (12, C. 2°)- 

La coincidenzaidoi due circoli uguali e, c'si può attuare in 
più modi (12), ponendo C, n' su C, ir e un ra^io qualunque 
di e sopra uno qualunque di e'. 

80. Dato un piano ti ed uno dei suoi circoli e, facendo 
scorrere n su se stesso, in modo che roti intorno al centro C 




. di G 

, P/, ancora 

data posizione, 

se stesso, quando 

e stesso secondo 



di G in una data direzione, tutti i punti P^, . 
prendono le posizioni corrispondenti ] 
su e, quindi il circolo, senza staccarsi e 
può moversi secondo due o 

Definizione. — Diremo che im clfcolo scorre su 
si move senza staccarsi mai dalla data posizione. 

Corollario. — Un cìrcolo può scorrere su s 
due direzioni opposte. 

Si. Corollario. — 1= Un cìrcolo è diviso da ciascuno dei 
suoi diametri in due parti, che sono direttamente e inversa- 
mente uguah. 

Un diametro PCP' divide il cìrcolo in due partì direttamente 
uguali, perchè ogni figura piana simmetrica rispetto ad un 
centro è divisa in due partì direttamente 
uguali da tutte le rette del suo piano, che 
passano per il centro (75, G. 2"). Onde 
far coincidere le due parti uguah, basta - 
che il circolo scorra su se stesso rotando 
di due angoU retti intorno al centro. 
Con questo movimento ogni punto P^, P,, 
Pg, di una delle sue parti prende la posizione di un punto 
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corrispondenle Pi'.Pj'.Pg', dell'altra, e due punti corrispon- 
denti sono opposti essendo simmetrici rispetto al centro. 
Un diametro PCP' divide il circolo e in due parti inversa- 
mente uguali : infatti, facendo rotare 
il piano di e di due diedri retti intomo 

a PCP', ogni punto P^, Pj, P,, di 

una delle parti staccate dal diametro 
viene in un punto corrispondente 

P,', Pj', P3', dell'altra, perchè 

ritoma sul piano di e, e la sua 
distanza da C rimane la stessa. 




Corollario. — 2° Un circolo è simmetrico rispetto a tutte 
!e rette che passano per il centro e stanno nel suo piano 
(74, C. 1°). 

8». So una figura rota intorno ad un punto C, e se 

Pj, Pj, Pg, sono posizioni dì un determinato punto P della 

figura, abbiamo GP, = CPj s GP^ ^ = CP, quindi tutti i 

punti Pt, Pa, Pg, sono equidistanti da C. Viceversa, se 

abbiamo GP' = CP, il punto P' è una posizione del punto P, 
poiché facendo rotare la figura intomo a C possiamo sempre 
portare CP in CP'. Il punto P si può considerare come ele- 
mento generatore di una superficie o, luc^o geometrico di 
tutte le sue posizioni; la legge che regola il movimento di P 
è espressa dicendo che è data la sua distanza da un punto 
fisso dello spazio. 

DeflniBÌone. — Diremo sfera la superficie luogo geometrico di tutti 
i punti dello spazio, che hanno una data distanza da un punto fisso. 

Sopra una retta r condotta per C vi sono 
due punti P^, P/, e due soli, per i cpiali 
CPi s CP,' s CP (51, Pr. 1°), i due punti P„ 
P,' appartengono alla sfera ff, la quale evi- 
dentemente è simmetrica rispetto a C (75), 
dunque G è centro di cT. 
Una sfera non può avere più di un centro. 
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§3 Definizioni — i' Ogni segmento, che ha per eBtrerai il centro 
ed un punto di una sferi, e uno dei suoi raggi 

2» E dianiftto di una sten o:mi segmento <,ìie ha pei estremi due 
dei ìuoi punti simmetnoi rispetto al cetitio, i quah si dicono punti op- 
poilt della sfera 

TuSti 1 raggi e tutti i diametii di una stessa ^fera sono 
uguali fra loto 

Ogni diametro è doppio di un laggm, ed ogni laggio è la 
metà di un diameli 

84, Una sfera è individuata, quando sia dato il centro 
ed un raggio. 

Un punto è centro di infinite sfere, ciascuna individuata da 
un suo punto preso ad arbitrio nello spazio. 

Definizione. — Si dicono concentriche tutte !e sfere che hanno lo 
stesso centro. 

Teorema. — Sono uguali tutte le sfere che hanno 
raggi uguali. 

Se e, a sono i centri e CP, G'P' 
due ra^ qualunque di due sfere 
o, (f, quando CP s G'P' possiamo 
Éir coincidere G' con G, G'P' con 
GP, e quindi a' con a (12, G. 2"). 

La coincidenza di due sfere uguali si può attuare in più 
modi (i2), ponendo G' su G ed un raggio qualunque di a sopra 
un raggio qualunque di a'. 

85. Teorema. — Tutti i piani condotti per il 
centro di una sfera, la incontrano secondo circoli 
che hanno il raggio uguale a quello della sfera. 

Sia G il centro e GP un raggio di una data sfera a. Sopra 

un piano ti condotto per C immagì- ^ — ^ 

niamo il circolo e, clie ha G per centro />- / ^ "7 

e i TE^gi uguali a CP. Evidentemente p^- ■■■■^•.::--- %.i. ! 

ogni punto P, di e appartiene a o, '^>-— ^' / 

poiché CP^ ~ GP, e viceversa ogni a'"--—^ 

punto P, comune a ti e u appartiene a e, essendo GP, = CP; 

dunque il teorema è dimostrato. 
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Ne segue che il piano condotto per iì centro di una sfera 
contiene infiniti diametii. 



Un piano diametrale divide una sfera in due parti, ciascuna 
di esse contiene tutti i punti delia sfera situati da uno stesso 
lato del piano diametrale, ed opposti a quelli dell'altra. 

I punti opposti di una sfera si corrispondono univocamente. 

8ft. Definizione. — Una figura si dice luoffo geometrico d'una linea, 
elemento generatore, moLile con una certa le^e, quando tutti i suoi 
punti appartengono almeno ad ima linea che soddisfa la legge data, 
mentre tutti i punti di questa linea appartengono alla figura. 

Sia c un circolo di un piano ir, C il suo centro e PP" un 
suo diametro. Se e rota intomo a P'P", ogni punto P^ di e, 
considerato in una qnalun^ue P delle sue posizioni, appartiene 
alla sfera a che ha il centro C ed i raggi uguali a CPj, poiché 
GP^ = GP; viceversa ogni punto P di tr appartiene al circolo 
e, qnando si trova nella posizione situata sul piano PFP", 
essendo GP, = CP. Possiamo considerare il circolo e come una 
linea elemento generatore della sfera a, luogo geometrico di 
tutte le sue posizioni: la le^e che regola il movimento di e 
è espressa dicendo che deve rotare dì due diedri retti intorno 
ad un suo diametro PPj, 

Corollario. — Se una figura rota intorno ad un asse, ogni 
suo punto si move aopra un circolo il cui piano è perpendi- 
colare all'asse nel centro. 

Quando il circolo e genera la sfera a, ogni punto di e genera 
un circolo situato sopra a. 

89. Facendo rotare una sfera a intorno al centro G, ogni 

suo punto P^, Pj, P3, prende una posizione corrispondente 

P,', Pj', Pg', ancora sopra 0, quindi una sfera si può mo- 
vere senza staccarsi mai dalla data posizione. 

Definizione. — Diremo che una sfera scorre su se stessa, quando 
si move senza staccarsi mai dalla data posizione. 

Corollario. — Una sfera può scorrere su se stessa. 
88. Corollari. — l" Una sfera è simmetrica rispetto a 
tutte le retto che passano per il suo centro. 
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Infetti la sfera a scorre su se stessa, se rota di due diedri 
retU intomo ad una retta FG P" condotta per il centro (74, C, 1°). 
2" Una sfera è divisa in due parti uguali da ciascuno dei 
suoi piani diametrali (74, G. Sp- 
onde Èir coincidere le due parti uguali tagliate sulla sfera 
CT da un piano diametrale tt, basta far scorrere j su se stessa 
rotando di due diedri retti intomo ad una retta P'CP", con- 
dotta per il centro G nel piano diametrale n. Con questo mo- 
vimento, ogni punto P„ P5, P3 di una delle due parti prende 

la posizione di un punto corrispondente Pj^P/jPg', dell'altra, 

e due punti corrispondenti sono simmetrici rispetto a PCP'. 
DefinÌBÌoue. — ■ Chiameremo semisfere le due parti uguali tagliate 
da Tina sfera con un piano diametrale. 

Corollario. — 3° Una sfera è simmetrica rispetto a cia- 
scuno dei suoi piani diametrali. 

Infetti sia n un piano diametrale, ed A un punto della sfera 
col centro in G; il piano perpendicolare a n, condotto per 
la retta AG, sega ir secondo una retta r 
e a secondo un circolo e (75, T.). Ora 
se A' è il punto di e simmetrico di A 
rispetto ad r, la retta AA' è perpendi- 
colare ad r in un punto P, che divide 
per metà il segmento AA', ma AA' è perpendicolare a tt in 
P, dunque A, A' sono punti di o simmetrici rispetto a ti. 

8», n punto generatore di un circolo, partendo da una 
certa posizione e movendosi sempre in una stessa direzione, 
senza mai riprendere, durante ìi suo movimento non interrotto, 
una posizione già occupata, ritorna alla posizione iniziale. È pen- 
sando a questa generazione che ci figuriamo il circolo come una 
linea chiusa, che divide il suo piano in due parti (15, B. 1°). 
Il circolo generatore di una sfera, partendo da una certa 
posizione e movendosi sempre nella stessa direzione, senza 
mai riprendere, durante il suo movimento non interrotto, una 
posizione già occupata, ritorna alla posizione iniziale. È pen- 
sando a questa generazione che ci figuriamo la sfera come 
una superfìcie chiusa, che divide lo spazio in due parti (15,D.2°^). 

Definizioni. — i" Un punto, nel piano di un cifcolo, ai dico interno 
estemo ad esso, aeQondoohè la sua distanza dal centro è maggiore o 
minore del raggio- 
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Delle due parti staccate da un circolo sui suo piano, una 
è Anita e contiene tutti i punti interni, l'altra è indefinita e 
contiene tutti i punti esterni ad esso. 

2= La parto fluita staccata da un circolo sul suo piano si dico 
swpeyficie del circolo. 

3" Un punto si dice intemo o estemo ad una sfera, secondoohè 
la sua distanza dal centro è maggiore o minore del raggio. 

Delle due parti staccate da una sfera nello spazio, una è 
finita e contiene tutti i punti interni, l'altra è iiideiìnita e 
contiene tutti i punti estemi ad essa. 

4» La parte finita staccata da una sfeva nello spazio si dice solido 
della sfera. 

Dato un circolo, tutte lo linee del suo piano che congiungono 
un punto esterno con uno interno, lo incontrano almeno in 
un punto (15, D. 1'). 

Data una sfera, tutte le linee che congiungono un punto 
interno con uno esterno, la incontrano almeno in un punto 
(15, D. 2'). 

Corollari. — 1° Due circoli di uno stesso piano si segano 
almeno in due punti, se uno di essi ha un punto interno ed 
uno estemo all'altro. 
Infatti, se in un piano il circolo e ha un punto Pi intemo 
ed un punto P^ esterno ad un 
circolo e' , il punto P^ si può 
movere su e, secondo due dire- 
zioni opposte, fino ad arrivare 
nella posizione P^, ogni volta de- 
scrive una linea, che, congiun- 
1 punto interno con uno 
0, sega e' almeno in un punto, 
dunque e, e' si segano almeno in due punti. 

2° Un circolo sega una sfera almeno in due punti, se ha 
un punto interno ed uno esterno ad essa. 
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3** Due sfere si segano in infiniti punti, se una di esse 
ha un punto interno ed uno estemo all'altra. 

Infatti se la sfera o ha un punto P, interno e un punto Pj 
esterno ad un'altra sfera a'; ogni 
linea descritta su o, e che con- 
giunge Pi con Pj, sega a' almeno 
in un punto. 

4° In uno stesso piano una 
retta sega un circolo almeno 
in due punti, se ha un punto 
intemo ad esso. 

Infatti, se in un piano n la retta AB ha un punto P interno 
ad un circolo e, dì centro C, le intersezioni M, N della retta 
CP con e devono e^ere situate in lati 
opposti rispetto ad AB, perchè GN > GP 
per ipotesi, quindi il punto M si può muo- 
vere su e, secondo due direzioni 
fino ad arrivare in N, ogni volta descrive 
una linea, che, congiungendo due punti 
situati in lati opposti rispetto ad AB, la 
sega almeno in un punto, dunque e ed AB 
si segano almeno in due punti, uno sulla parte di retta PA 
e l'altro sulla parte di retta PB. 

5° Una retta sega una sfera almeno in due punti, so ha 
un punto intomo ad essa. 

Ogni retta AB, che non sia condotta per il centro C di una 
data sfera a, determina un piano diametrale, od uno solo, che 
sega a secondo un circolo e (85, T.). 
Ora è chiaro che i punti comuni a a ed 
AB, se ve ne sono, devono essere comuni 
a e ed AB, e viceversa ; dunque se AB 
ha un punto P interno a (j, P è interno 
a e, e la retta ha almeno duo interse- 
zioni con e, e quindi con a (89, C. 4"), una situata sulla parte 
FA, l'altra sulla parte PB. 

6° Un piano sega una sfera in infiniti punti, se ha un 
punto intemo ad essa. 
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i piano n ha lui punto P interno ad una sfera 



a, ogni retta AB di ir, condotta per P, sega cr almeno in due 
punti. 



Vili. Costruzione delle figure geometriche. 



90. In tutte le considerazioni precedenti abbiamo supposto 
di avere a nostra disposizione punti, rette piani, onde porli 
fmtnediatamente nello spazio. Questa facoltà, che abbiamo 
concesso tacitamente, ci ba fornito e ci fornirà ii materiale 
geometrico per ottenere le figure fondamentali. Ponendo im- 
mediafcimente gli elementi fondamentali, possono venirne altri 
posti mediatamente; così possiamo porre un punto mediante 
uno dei suoi piani ed una delle sue rette; una retta mediante 
due dei suoi punti; un piano mediante tre dei suoi punti, non 

situati sopra una stessa retta; 

Dopo aver posto immediatamente gli elementi fondamentali, 
ci è concesso (P. I, n, IH, rv) di poterli movere, traspor- 
tandoli nello spazio in tutte le posizioni compatibili colla loro 
natura. È perciò che ponendo immediatamente il piano n, il 
centro G, ed un punto P di un circolo e, tacendo rotare il 
rs^io GP nel piano ir, intorno a G, si può ottenere ogni altro 
punto di e, che rimane posto mediante il suo piano, il suo 
centro, ed un suo punto. 
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Co^ pure ponendo immediatamente il centro C ed un punto 
P di una sfera o, facendo rotare il rs^io GP intorno a G, si 
può ottenere ogni altro punto di o, che rimane posta mediante 
il suo centro ed un suo punto. 

Dato un circolo, sa una retta del suo piano ha un punto 
interno ad esso, lo incontra almeno in due punti (89, C. 4"), 
ciascuno dei quali viene cosi posto mediante la retta ed il cir- 
colo. Data una sfera, se una retta ha un punto interno ad essa, 
la incontra almeno in due punti (89, C. 5"), ciascuno dei quali 
viene così posto mediante la retta e la sfera. Una sfera ed un 
suo piano diametrale s'incontrano secondo un circolo, che 

viene cosi posto mediante la sfera ed il piano; Da questi 

esempì si deduce, che non solo ponendo immediatamente punti, 
rette e piani, possono ottenersi elementi fondamentali posti 
mediatamente; ma anche ponendo punti, rette, piani, cìrcoli e 
sfere, possono aversi altri punti, rette, piani, circoli e sfere, 
posti mediante i primi. Finora abbiamo considerato come de- 
tcrminati gli elementi di una figura nati in questo modo, 
faremo sempre cosi, ammettendo elio 



Postulato Vili. 

Nello spazio si possono porre immediatamente ì 
suoi elementi fondamentali, i circoli di un piano e 
le sfere dello spazio si pongono mediante i loro 
centri e raggi. Se per mezzo degli elementi punti, 
rette, circoli, piani, sfere, ne vengono altri posti 
mediatamente , li riterremo come determinati 
(N. XXIV). 



Definizione — Duomo ti-Urui'-r ima figura geometrica, se tutti i 
BUOI elementi ai posBoao deteiimnare ponendo solamente punti, rette, 
piani, circoli e sfeie 

Cosi, per compio, i due punti B', B" di una retta MN, che 
hanno una distanza data CD da uno dei suoi punti A (51, Pr. 1°), 
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si possono costrtiire prendendo i due punti comuni alla retta 




MN e ad un circolo e, descritto in uno tt dei suoi piani, col 
centro in A e col raggio uguale a CD. 

91. Nella Geometria elementare le ricerche si limitano 
allo studio delle principali proprietà delle grandezze geome- 
triche, ed allo studio delle figure costruibili (90, D.) per mezzo 
dell'ultimo postulato, cioè disponendo solamente di punti, rette, 
piani, circoli e sfere. 

G-li strumenti necessart per disegnare queste figure, sono la 
riga e il compasso, quindi la Geometria elementare si dice 
anche la Geometria della r^a e del compasso (N. XXV). Con- 
tuttociò i limiti dell'opera non rimangono nettamente stabiliti, 
si concepisce che l'argomento è inesauribile, e che possiamo 
arrestarci dove vigliamo, purché, partendo dalle verità fonda- 
mentali della Geometria, si giunga gradatamente a svolgere 
quelle proposizioni, che sono riconosciute dì frequente appli- 
cazione, e quei metodi generali atti a risolvere le principali 
ulteriori questioni della scienza (N. XXYI). 
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LIBRO IL 



LE FIGURE GEOMETRICHE FONDAMENTALI 



I. I triangoli. 



916. Definizioni. — 1" Ghiamerenio triangolo la figura fondamentale 
determinata da tre punti, non situati sopra una stessa retta. 

%' I tre punti, che determinano uà triangolo, ai chiamano i suoi 
vertici. Le rette di un triangolo sono (juelle determinate dai vertici, presi 
due a due. 

3" I vertici, due a due, determinano tre segmenti, che si dicono 
i lati del triangolo. 

4" Il contomo di un triangolo è la linea formata dai s 

Se A, B, C sono tre punti non situati ~ 
sopra una stessa retta, e se DE, FG, HK, 
ovvero a, ì), e, sono le rette BG, CA, AB, 
abbiamo un triangolo, che si può indicare 
con ABC, il quale lia per vertici i punti 
A, B, G, mentre le sue rette sono a, b, e, 
ed i suoi lati sono ì segmenti BC, CA, AB. 

»3. Un punto P può percorrere il contomo di un trian- 
golo ABC, partendo da una certa posiziono e movendosi nel 
senso AB, BG, CA o ne! senso oppcKto BA, AC, GB, ritornando 
alla posiziono iniziale senza mai riprendere, durante il suo 
movimento non Interrotto, una posizione già occupata ; perciò 
si vede che il contorno dì un triangolo è una linea cMxtsa, la 
quale divi'le in due parti il suo piano, una finita e l'altra 
indefinita. 
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Definizioni, — 1' Un punto si dice intemo o estemo 
gole, seoondootè gìaee nella parte Anita o nella iadefinita, 
coatomo sul suo piano. 

2* La parte finita, staccata dal contorno di un triangolo sul 
piano, à dice superficie dei triangola o più aemplioei 
cpiaiido non vi aia timore di equivoci. 

94. Definizione. — Le tre rette di un triangolo tagliano dal toro 
piano dodici angoli; tre contengono tutti i punti interni al triangolo, e 
A dicono gli <mgoU intemi o più brevemente gli angoli del triangolo, 
altri tre Bono ad essi opposti al vertice, e ne rimangono sei, che si di- 
cono gli angoU esterni del triangolo. 

Gli angoli interni di ABC, o più semplicemente i suoi an- 
goli, sono A.BC, B.GA, CAB; mentre gli aiuoli esterni sono 
A.FH - A.GK, B.HD s b'SÈ, G.DF s G^, due a due uguali, 
perchè opposti al vertice. 

d5. Definizioni. — 1" Ciascun angolo di nn triangolo è cwvpreso 
dai due lati che passano per il suo vertice, è adiacente a ciascuno di essi, 
ed agosto al terzo, 

2" Ciascun lato di un triangolo è adiacente ai due angoli i cui 
vertici sono i suoi estremi, è opposto al terzo angolo ed al suo vertice. 

S*^ Ciascun angolo estemo di un triangolo è aMacente all'interno 
ctie ha con esso lo ste^o vertice, ed è opposto agli altri due angoli intemi. 

Così per esempio l'angolo A.BG, compreso dai lati AB, AG, 
è adiacente a ciascuno di essi, ed è opposto al lato BG, il 
quale poi è adiacente ai due aiuoli B.GA, G.AB, ed è oggosto 
all'aiuolo A.BG ed al vertice A. L'angolo esterno A.FH è 
adiacente all'interno A.BG, ed è opposto ai due angoli B.GA, 
CAB. 

96. Corollario. — Una parto indefinita AP di retta, uscente 
da un vertice A di un triangolo e compresa nel 
suo angolo A.BG, deve incontrare il lato opposto 
BC in un punto M; infatti tutti i punti di AB 
sono da uno stesso lato della retta AP, tutti i 
■ punti di AC sono dal lato opposto, dunque B, C 
sono in parti opposte rispetto ad AP, che viene 
perciò segata da BG. 
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1, Proprietà dei lati e degU angoli 
di un triangolo. 



91I- Teorema. — La somma degli angoli di un 
triangolo, qualunque, è uguale a due angoli retti 
(N. XXVII}. 

Sia ABC un triangolo dato, ed A.GD un suo angolo esterno. 
Se BF è la retta parallela ad a, clie passa ^ 

per A, una delle sue parti AE deve tro- 
varsi nella parte cG del piano ABG, e non 
potendo essere compresa nell'angolo A.BC, 
poicliè allora incontrerebbe a (96, G.), deve 
venire compresa nell'angolo A^D. Ora ab- ii" 
biamoA..BD = BX!A, A^= G.AB (45, G. 1°); 
ma jCSg -f A.CE -j- A.ED è uguale a &ae 
angoli retti, dunque anche A.BC -j- B.CA + dAB è uguale 
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2° Sono complementari gli angoli adiacenti all'ipotenusa 
di un triangolo rettangolo. 

99. Teorema 1° — Se due lati di un triangolo 
sono uguali, anche gli angoli opposti ad essi sono 
uguali. 

Supponiamo dato un triangolo AEC, e supponiamo AB ^ AG; 
A si tratta di dimostrare che B.CA = CAB. 

Scambiando i due lati AB, AG dell'angolo 
A.BG (P. Yl), il punto G viene in B e viceversa, 
essendo AB ^ AC, la retta EC non muta posi- 
zione, e l'angolo CAB viene a coincidere con 
, B'Sa, dunque B'^ = CAB. 

Teorema 3° — Se due angoli di un triangolo 
sono uguali, anche i lati opposti ad essi sono uguali. 

Dato il triangolo ABC, supponiamo B.CA = G.AB. Movendo 
il triangolo, possiamo sempre porre G in B e viceversa (P. YI), e 
poi fere in modo che il suo piano ritorni nella posizione pri- 
mitiva, cadendo i lati BA, CA dalla stessa parte didima. Bopo 
ciò la retta BG non ha mutato posizione, ed essendo B.G A = CAB, 
naturalmente il lato BA è venuto a coincidere coll'altro CA, 
e viceversa, quindi aitiamo AB = AG. 

Definizione. — È isoscele ogni triangolo càe ha uguali due lati e 
! due angoli opposti. 

Corollari. — ■ i" Se due triangoli ABC, A'B'C sono isosceli, 
essendo AB = AC, A/B' = A'G^ se aTeÒ ^ A'^B^' , abbiamo 
B.CA = CAB s B'.G'A' = G'.A'B'. 

2" L'angolo esterno, opposto ai due angoli uguali di un 
triangolo isoscele, è doppio di ciascuno di essi. 

loo. Teorema 1° — Se due lati di un triangolo 
sono disuguali, l'angolo opposto al lato maggiore è 
maggiore dell'angolo opposto all'altro. 

Se nel triangolo ABC si ha AB > AG, è necessariamente 
G.AB > B.CA. Sulla retta AB prendiamo il punto D, in modo 
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— si- 
che sia AD s AC e BD - BA — AD (57, Ol^). 
La retia CD è compresa^ell'angolo CAB, 
quindi CAB > C'AD; ma CAD = DAG, perchè 
il triai^olo ADG è isoscele (99j_jr. i"), perciò 
C.AB > a^. Ora DAG > B.GA (97, G. 2°), 
dunque CAB > llcl (56, C. 4"). 



Teorema 2° — Se due angoli di un triangolo 
sono disuguali, il lato opposto al maggiore è mag- 
giore del lato opposto all'altro. 

Se nel triangolo ABC si ha CAB > b!gÀ^ deveessere AB > AG. 
Infatti, se fosse AB = AG, avremmo CAB = B^ (99, T. 1"); 
se fosse AB < AG, avremmo invece CAB < b!gÀ (100, T. 1°), 
(juìndì in amMdue i casi non sarebbe soddisfatta l'ipotesi, 
perciò non potendo esaero AB uguale o minore di AC, devo 
necessariamente essere AB > AG (56, C. 2°). 

Corollario. — In un triangolo rettangolo l'ipotenusa è 
maggiore di ciascuno dei due cateti (98, G. 1°)- 

loi. Teorema. — Giascuo lato di un triangolo è 
minore della somma degli altri due. 

Nel triangolo ABG un lato qualunque BG è minore della 
somma degli altri due lati GA, AB, Sulla s 

retta AB prendiamo il punto D, in modo che 
sia AD = AG e BD = BA 4- AD (55, O^i»); 
allora la retta GA viene compresa in G.BD e 
cSk < G.DB; ora g3IsD.bG (9^.1'), dun- 
que nel triangolo BCD abbiamo D.BG < G.DB 
(100,T.20,eperciòBC<DB,ossiaBC<GA-(-AB. ^ ^ 

Corollari. — 1° Possiamo enunciare il teorema precedente 
dicendo; aiBnchè tre sementi possano essere uguali ai lati 
di un triangolo, è nece^ario che ciascuno sia minore della 
somma dt^li altri due, o più semplicemente che quel lato, il 
ijuale non è minore di nessuno degli altri due (56, C. 3"), sia 
minore della loro somma. 

Infetti, se BG < CA + AB, e se BG è AB, BC g GA, abbiamo 
anche AB < BG + GA, CA < AB + BG (58, G. 1°). 
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2° Ciascun lato di un triangolo è maggiore della diffe- 
renza degli altri due. 

Essendo il semento* BG minore del segmento CA. + AB, se 
togliamo lo stesso segmento AB, abhiamo(58,T.2") CA > BG— AB. 

2, Trio/ngoU uguaU, 

tOS. Dati due triangoli, possiamo sempre far corrispon- 
dere i loro elementi in modo che siano corrispondenti gli an- 
goli 1 cui vertici sono corrispondenti, i lati i cui estremi sono 
vertici corrispondenti, e le loro rette. Parlando di corrispon- 
denza tra gli elementi di due triangoli, intenderemo sempre 
che sia stabilita in questo modo. Bue triangoli sono uguali, se, 
trasportati convenientemente nello spazio, possono coincidere; 
sono corrispondenti i vertici, gli angoli, i lati e le rette dei 
due triangoli uguali, che coincidono quando coincidono i due 
triangoli. Naturalmente due triangoli uguali hanno uguali i 
lati e gU angoli corrispondenti. 

Come risulta dai seguenti teoremi, per accertarci dell'ugua- 
glianza di due triangoli non è necessario riconoscere l'ugua- 
glianza di tutu i loro lati e i loro angoli. 

«03. Teorema. — Due triangoli sono uguali, se 
hanno rispettivamente uguali un Iato e due angoli. 

Siano ABC, A'B'C i due triangoli, sia BC ~ B'C, e siano 
uguali due dei loro angoli, per cui risulteranno uguali anche i 
rimanenti (97^. 4°), ed avremo B.CA. s B\c'A', CAB aC'A'B', 
A.BG = A'.B'C Facendo coincidere i due angoli uguali 
B.AC, B'.MC, in modo 
che la retta a coincida 
con la retta a', 
retta e con la retta e', 
H punto C coincide 
col punto C, essendo 
BCs B'C, la retta 5 co- 
incide con la retta V, essendo C.AB ^CA^', ed il triangolo ABC 
coincide col triangolo A'E'C, dunque i due triangoli sono uguali. 
Corollario. — Due triangoli rettangoli sono uguali, se 
hanno uguale un lato ed un angolo acuto. 
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104. Teorema. — Due triangoli sono uguali, se 
hanno rispettivamente uguaU due lati e 1' angolo 
compreso. 

I triangolile, A.'B'C sono uguali, se A.E = A'B', AG ^ MG' 
e a!bG s A'.B'G'. Infatti facendo coincidere gli angoli uguali 
A.BC, aTb'G', in modo che coincidano le rette 6, 6' e e, e', il 
punto B' cade in B, essendo A'B' s AB, il punto G' cado in C, 
essendo A'G'sAC, e coincidono i duo triangoli ABC, A'B'C. 
Corollario. — Due triangoli rettangoli sono uguali , se 
hanno i cateti rispettìTamente uguali. 

105. Teorema. — Due triangoli sono uguali, 
quando hanno rispettivamente uguali due lati e l'an- 
golo opposto al maggiore di essi. 

Dati i due triangoli ABG, A'B'C', supponiamo AB ~ A'B', 
AC = A'C, CAB = cCaTe'; se AB > AC, e quindi A'B' > A'C, 
i due triangoli sono uguali. Evidentemente se deduciamo che 
BG = B'G' abbiamo dimostrato il teorema (104, T.). Ora se 
BG, B'G' non fossero uguali, uno di ossi BG sarebbe maniere 




aell' altro, e da BG potremmo sottrarre B'C: chiamando Bl) 
la differenza, avremmo CD s C'B', e il triangolo ADG sa- 
.■ebbe uguale al triangolo A'B'C (104, T.), ijuindi si avrebbe 
4D=A/B'= ABJltriangolo ADB sarebbe isoscele, eJBAÌ)=DAB; 
ma DAB > CAB (97, G. 2°), (juindi sarebbe RCA > CAB, 
3 perciò AB > AG (100, T. 2°), contro l'ipotesi. Non potendo 
juo f[ualunquo dei lati BG, B'G' essere maggiore dell'altro, 
leve essere necessariamente BG = B'G'; rimane cosi dimostrato 
il teorema. 
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GoTollari'O. — Due triangoli rettangoli sono uguali, se 
hanno rispettivamente uguale l'ipotenusa ed. un cateto (100, C), 

lOG. Teorema. — Due triangoli sono uguali, se 
hanno rispettivamente uguali i tre lati. 

Se BG s B'C, GA. = C'A', AB = A'B', i triangoli ABG, A'B'G' 
sono uguali. Essendo BG s B'C' possiamo porre il piano n' di 
A'B'G' sul piano ti di ABC, in modo che E', G' cadano in B, C, il 
vertice A' cada in un punto A", ed A, A" siano su ti situati in 



parti opposte rispetto a BG. Avendo A'B' = A"B=AB, il trian- 
golo ABA" è isoscele, e A.BA" = A".BA, Analt^amente dedu- 
ciamo che A.GA"= A".GA.Ora, sela retta AA" è compresa negli 
angoli A_3C, A":^abbiamo A'Sl"+A.GA"=A".BA + A".GA 
ovvero A.BG = A",BG; se la retta AA" non è compresa negli 
angoli A.BG, A^BC, abbiamo A3À" — A'icÀ" = A'^Sa — A'^CÀ, 




ossia A.BG = A".BG. lUmane così dimostrato che i due trian 
goli ABG, A"BC sono sempre uguali (104, T.); ma il triangoli 
A"BG è uguale al triangolo A'B'G', dunque sono uguali 
triangoli dati ABC, A'B'G'. 

IO*. Teorema 1° — Se due triangoli hanno dut 
lati rispettivamente uguali e gli angoli compresi dis- 
uguali, a quello maggiore è opposto il lato maggiore 

Se_nei trJEmgoli ABG, A'B'G' sì ha AB = A'B', AG = G'A 
e A.BG > A'.B'G', dove essere necessariamente BG > B'G' 
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Ponendo il jriano n' di A'B'G' sul piano n dì ABC, in modo 
che A.', B' coincidano con A, B, e in modo che il vertice C 




cada in un punto 0" nella parte cC <3i tt, essendo A'-B^CV < A.BG, 
il lato AG" deve venire compreso nell' angolo A..BC, ed il 
punto G" sarà interno ad ABC, o cadrà sul lato BC, o 
sarà esterno ad ABC. Nel primo caso chiamiamo D Tìnterse- 
zione della retta AC" col lato BC (96, G.}, e C'^'M/angolo 
esterno del triangolo Miscele AGG" adiacente a C.AG". Ab- 
biamo c£^ > G^G^, ma C^G^ = G^CD (99;^T. l'j^^e 
C'^GD < G'^CB, quindi nel triangolo BGC" si ha CTCB > G.C'B 
(56, C. 4=), e perciò BG > BG" (100, T. 2°); ma BG" s B'G', 
dunque BG > BXl'. Nel secondo caso, venendo G" compreso 



nel semento BC, è subito dimostrato che BC > BC", ossia 
BG > B'C Finalmente nel terzo caso, se D è il punto comune 



alle rette_^", BC,ji^ha C.BG" < C.C"A, ossia G.BC" < C'.CA, 
poiché C'^GA = G'iG^à-, essendo isoscele il triangolo AGC"; ma 
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C".BG > G".CA., doniiue nel triangolo BG"G si ha G".BG > G.BG", 
e quindi BC > BG", ossia BC > B'C. 
Goà rosta dimostrato il teorema in tutti i casi possibili. 

Teorema 3° — Se due triangoli hanno due lati 
rispettivamente uguali ed- i rimanenti lati disuguali, 
a quello maggiore è opposto l'angolo maggiore. 

Questo teorema, inverso del precedente, si può dimostrare 
per assurdo osseryando che, se nei triangoli soliti ABC, A'B'C' 
si_ha BA^=_B'A', CA. = G'A' e BG > B'G', non può essere 
A.BC s^aTb'G', poiché sarebbe BC = B'G' (104, T.), non può 
essere A.BC < A^KG^jioichè sarebbe BG < B'G' (107, T. 1°), 
dunque deve essere A.BG > A'3^'. 

Teorema 3" — Se due triangoli rettangoli hanno 
un cateto rispettivamente uguale, e se l'altro cateto 
del primo è maggiore dell'altro cateto del secondo, 
l'ipotenusa del primo è maggiore dell'ipotenusa del 




Se nei due triangoli rettangoli ABC, A'B'C i cateti AB, B'A' 
sono uguali, e se l'altro cateto AC 
del primo è maggiore dell'altro ca- 
teto A'C' del secondo, si ha BG > B'G' , 
Infetti, prendendo su AC il punto D 
in modo che sia AD = A'C, abbiamo 
un triangolo ABD uguale ad A'B'C 

"■ Ji ^ " ■"' (104^0; ora d5c > A'^97, C. 2«), 

quindi, essendo A.BG retto, d3g è ottuso; ma G.BD è acuto 
(98, G. 1»), quindi IXBG > C'^D e perciò BG > BD, ossia 
BG > B'C. 

Teorema 4° — Se due triangoli rettangoli hanno 
un cateto rispettivamente uguale, e se l'ipotenusa del 
primo è maggiore dell'ipotenusa del secondo, l'altro 
cateto del primo è maggiore dell'altro cateto del 
secondo. 
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Quando nei triangoli Tettaiuoli ABO, A'B'C sono uguali i 
cateti AB, A'B', e l'ipotenusa BG è maggiore dell'ipotenusa 
B'C, non può essere AG = A'G', perchè sarebbero uguali i 
triangoli (104, C), e BC = B'C, non può essere AG < A'C, 
perchè si avrebbe BG < B'G' (i07, T. 3°), duniiue deve essere 
AG > A'C. 

Teorema 5° — Se due triangoli rettangoli hanno 
l'ipotenusa uguale, e se un cateto del primo è mag- 
giore, minore, di un cateto del secondo, l'altro 
cateto del primo è minore, o maggiore, dell'altro 
cateto del secondo. 

Siano ABG, A'B'G' i triai^oli rettangoli, e siano uguah le 
loro ipotenuse BG, B'C; se AB g A'B', si ha AG 5 A'G', 




Supponiamo AB < A'B' e facciamo coincidere i piani dei due 
triangoli, in modo che B', C cadano in B, G, e A' cada in 
un punto A", situato rispetto a BG nella parte opposta di A. 
Nel triangolo ABA" abbiamo AB < BA"^indì A^^BA. < aSà"; 
ma A^G - a3c (64, G. 2% dunque A'^ > A.GA" (58, G.4"), 
e perciò AG > A"G, ossia AG > A'C. Analogamente si dimostra 
che, se AB > A'B', si ha AC < A'C. 



3. Costrusione dei triam^oU. 

108. Abbiamo fatto vedere che due Lriangoli sono ugual 
quando tra i loro elementi hanno rispettivamente uguali: 
1° un lato e due angoli (103, T.), 
3' due lati e l'angoio compreso (104, T.), 
3° due lati e l'angolo opposto al maggiore (105, T.), 
4" i tre lati (lOS, T.). 
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Ne segue che i suddetti elementi individuano un triai^olo, e 
quindi, supponendoli dati, devono essere sufBcienti per costruirlo. 
Passiamo a considerare separatam&nte ciascuno dei quattro 
casi. 

IO». Problema. — Costruire uo triangolo, i cui lati siano 
uguali a tre segmenti dati, tali che ciascuno sia minore della 
somma degli altri due. 

Sappiamo già che se tre segmenti sono Iati di uno stesso 
triangolo, è necessario che ciascuno sia minore della somma 
degli altri due (iOl, T,): ora faremo vedere come queste condi- 
zioBi sono anche sufficienti, cioè che dati tre segmenti B^Ci, 
CjA^, A.Bj, se si ha B^C^ < C,Aj + A^Bj, G,A, < A3B, + B^G^, 
A3B3 < B C +GjA è sempie possibile costruue un tiian^olo 
i cui Iati fiano uguali ai tre segmenti lati 

Sia B G^ uno lei t,e^ment) lon rainoie di ne tuno lef,li 
altri due (5o C 3 ) e '* pia uni retia aibitnin a ds un 
piano qualunque tt cosfruiimo BG = B^G 

Il Clic lo di TI che ha il centi u m P ed il laer^io ugu^lp 
a BgAg incontia a in du punti uno F situato nel segmento 
BG, SD eBjC, > B3A3 opp ne coincidente con G se B,Gj ^BaAg, 
l'altro D situato nella palle opposta iispetto a B. Cosi il 
circolo di TT, che ha il 
centro in C ed il raggio 
uguale a G^Aj, incontra a 
in due punti, uno F situato 
nel segmento BG, se è 
C,Bi > GjAj, o coincidente 
con B, se è C^B, s C^Aa , 
l'altro a situato nella parte 
opposta rispetto a G. Ora 
abbiamo G^A, > B^C, — A^Bg (58, T. 2"), ossia FG > BG — BB, 
e quindi CF > CE, per conseguenza F, cade nel segmento 
BE, coincide col punto B ; ma in ogni caso, essendo un punto 
del diametro DE, è interno al primo circolo. Invoce il punto G-, 
essendo fuori del diametro, è estemo, dunque 1 due circoli si 
s^ano almeno in due punti (89, C. 1°), che restano costruiti. 
Chiamando A uno di essi, è chiaro che abbiamo costruito 
un triangolo ABC, che è quello cercato, essendo 
Bfi, = BC, GgA, s GA, A^B, s AB. 
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Corollario. — 1° Presi tre segmenti uguali evidentemente 
) è minore della somma degli altri due, quindi si può 
costruirò un triangolo, i cui lati siano tutti uguali ad un seg- 
mento dato. Anzi in questo caso particolare la costruzione si 
semplifica ; infatti il cìrcolo col centro B e col raggio BG, ed 
il circolo col centro C e col raggio GB, 
costruiscono un punto comune A, ed il 
triangolo cercato è ABC. Essendo uguali 
i suoi tre lati, anche i suoi tre angoli sono I 
uguali (99, T. 1°) ; viceversa, se un triangolo l 
ha i tre angoli ugiiali, deve avere i 
i tre lati (99, T. 2°). 

Definizione. — Diremo eqttilat 
tro lati e i tre angoli. 

Corollario. — 2° La somma dei tre angoli di un triangolo 
qualunque è sempre uguale a due angoli retti (97, T.), ma nel 
triangolo equilatero i tre angoli sono uguali, dunque ciascuno 
è il terzo di due angoli retti. 

Ilo. Problema. ■ — In un dato piano, fissato un lato ed 
il vertice, costruire un angolo uguale ad un angolo dato. 

Se B'.C'A' è l'angolo dato, prendendo sui iati due punti ar- 
hitrari A', C, abbiamo un triangolo A'B'C : ora siano B e BG 
il vertice ed il lato dell'an- 



ogni triangolo che ha uguali i 



golo, che si vuole costruire N^ 

in n, uguale a quello dato. y/^ \ 

Prendendo BG = B'G' pos- g-^ 

siamo costruire in n un trian- 
golo ABG uguale al triangolo 
A'B'C', il quale abbia BG j|er uno dei lati (109, Pr,); cosi 
rimane costruito l'angolo B.GA, che è uguale all'angolo dato 
B.'^c'À.', giace in ir, ha B per vertice e BC per lato. 

Corollario. — La risoluzione dì questo problema ci per- 
metto di costruire la somma e la differenza di angoU dati 
(55, G. 1°). Cosi dati due angoli di un triaiigolo, o solamente la 
loro somma, possiamo costruire il terzo. 

111. Problema. — Costruire un triangolo, che abbia due 
lati uguali a due segmenti dati, e l'arsolo opposto al maniere 
uguale a un angolo dato. 
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Chiamiamo B^C,, CjA^ i segmenti dati, B'.C'A' l'angolo dato, 
e supponiamo CjA3> B,G,. In un piano ir, presogli vertice B, 
ed un lato BC, costruiamo l'angolo BAG = B'A'C (110, Pr.), 
, prendiamo sul lato BG il 

segmento BC ^B^G,, e poi 
co! centro in C e col raggio 
uguale a C^Ag descriviamo 
un circolo, che incontrerà 
la retta BG necessaria- 
mente in un punto D si- 
tuato rispetto a B dal lato opposto di C, Essendo CD = C^A^, si ha 
CD > CB, quindi il punto B è interno al circolo, ed il lato BA, 
dell'angolo costruito, deve incontrarlo almeno in un punto A 
(89, C. 4°), Ahbìamo cosi un triangolo ABG_che è quello cercato, 
poickè BC = BjCi, CA - GsA„ B. AC s B'.A'C, e di più CA > BC. 
GoToUaTÌo. — In un triangolo rettangolo l'ipotenusa è 
maniere di ciascuno dei cateti (100, C), quindi dati due seg- 
menti disuguali, possiamo sempre costruire un triangolo ret- 
tangolo la cui ipotenusa sia uguale al maggiore, ed un cateto 
sia uguale al minore. 

Ila. Problema. — ■ Costruire un triangolo, che abbia due 
lati uguah a due segmenti dati, e l'angolo compreso v^ale 
ad un angolo dato. 
Basta in un piano ti costruire un angolo A.BC ugaale 
all' angolo dato aT^G' 
(110, Pr.), e sui suoi lati 
costruire i segmenti AB, 
AG uguali ai segmenti 
dati A^Bj, AsGj; poiché 
allora evidentemente ABC 
è il triangolo cercato. 
Corollario. ■ — Possiamo costruire un triangolo rettangolo, 
i cui cateti siano uguali a due segmenti dati. 

H3. Problema. — Costruire un triangolo, che abbia un 
lato uguale ad un semento dato, e due angoli uguali a due 
angoli dati, la cui somma sia minore di due retti. 

Possiamo sempre supporre che i due angoli uguali ai dati 
B'.C'A', C"A"B" siano adiacenti al lato uguale al segmento 
dato BjC,, poiché dati due angoli di un triangolo si può sempre 
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— 91 — 
costruire il terzo (110, G.)- Ora, in un piano tt, preso un seg- 
mento EG = BiCyJmamo p^ i punti B, G le rette AJ), A^B, in 
modo che sia BlCAj = B'.G'A', GA^B = G"!A?*B", mentre le 
parti di retta BAj, CAj cadano da uno stesso iato di BG. Avendo 
B^A' + GI^B" minore di due retti (97, C. 3°), è anche 
B.GAi + Ca7b minore di 
due retti, quindi A^D, AjE, 
non essendo parallele, de- 
vono incontrarsi. Ora se 
MN è la parallela ad A^E 
condotta per B, e se le 
parti di retla BM, GB 
stanno da uno stesso lato 

di BG, abbiamo B"!Sm -f- C3B uguale adue retti, B.CD+G'BÈ 
maggiore di due retti, qiiindiB.GD>B.CM.i(58,T.2°), perciò le 
parti BD, CE, essendo situate in lati opposti rispetto ad MN, 
non possono incontrarsi, si devono dunque incontrare le parti 
BA„ GAj in un punto A, che rimano costruito insieme al trian- 
golo cercato ABC. 

Corollari. — 1° Si può sempre costruire un triangolo ret- 
taj^olo, che abbia l'ipotenusa i^uale ad un segmento dato, 
ed un angolo uguale ad un angolo acuto dato. 

2° La soluzione del problema precedente ci mostra che 
se due rette di uno stesso piano sono incontrate da una terza, 
e formano con essa due angoli coniugati intemi, la cui somma 
è minore di due retti, s'incontrano in un punto situato rispetto 
alla retta, che le sega, dalla stessa parte dei due angoli. 

««4. Teorema. — Quando i vertici ed i lati di 
due triangoli si corrispondono, in modo che le rette 
determinate dalle tre coppie di vertici corrispondenti 
passino per uno stesso punto, e che siano paralleli i 
lati corrispondenti di due coppie, anche quelli della 
terza coppia sono paralleli. 

Dati due triangoli ABC, A'B'G', supponiamo che le rette AA', 
BE', GC' passino per uno stesso punto P, mentre siano paralleli 
i lati AB, A'B', ed AC, A'G' ; si tratta di dimostrare che anche 
BG, B'G' sono paralleli. 
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Se 1 triangoli dati non stanno m uno stesso piano il teoiema 
il dimoitra immediatamente mfatfi illoia sono pìralluli i 
„ puniAEC ABC e qiimdi '^ono 
t. ^^ parallele le i ette B(j B C mter 

sezioni col piino PBG {44 C t ) 
Se 1 tiianciili stanno in uno 
'Stesso piano '^opia una ietta 
condotti per P possiamo pren 
dei e evidentemente due punti 
Q, R in modo che le coppie di 
rette QA., RA' ; QB, RB' ; QG, RG' 
si incontrino rispettiyamente, in 
punti che chiameremo A;, B„ 
C,. I-a retta A^B^ essendo co- 
mune ai piani QAR, RA'B', condotti per le rette AB, A'B', è 
ad esse parallela (42, C, 4"); analogamente si vede che la 
retta A^Gj è parallela allo due rette AC, A'G'. Ora i triangoli 
di ciascuna delle due coppie ABG, AjBjC^ ; A'B'C, A^B,G^ sod- 
disÈino le ipotesi espresse nell'enunciato del teorema, e non 
sono situati in uno stesso piano, dunque BG, B'G' sono paral- 
lele a B,Ci, e quindi sono parallele fra loro (45, G, 3°). 

Problema. — Costruire un triangolo isoscele, che ahbia 
tm lato uguale ad un segmento dato, e ciascuno dei due angoli 
adiacenti doppio dell'angolo opposto. 

Sia AB il segmento dato. Costruiamo il triangolo rettangolo 
ABC, che abhia il cateto AB doppio dell'altro cateto AC (112, G.), 
e sulla retta BG prendiamo il punto D in parte opposta di B 
rispetto a C, in modo che sia CD = GA. Un triangolo isoscele 
BDE, tale che sìa DE = DE, BE = BA, sappiamo costruirlo 
(109, Pr.), ed è quello cercato. 

Se prendiamo sull'ipotenusa BC il punto F, in modo che sia 
(^^ GI>_=GA, jisultanojsoscelì i tritmgoli ACF, ACD^r cui 
FAG = A.GF, aÀG = A.CI>, quindi A.DF = FAG-^D.AG, ed 
A.DP è la metà della somma de^ angdi^di ADF, ossia un 
angolo retto. Si vede così che A.FB ^dSa, perchè ambidue 
questi angoli sono complementi di A.CF (64, G. 4°). Posto ciò, 
se prendiamo sopra BD, BA i punti G, H, in modo che sia 
sa = BAj_BH =m, i triangoli ABP, GBH sono uguaU (104, T.). 
quindi G.HB = BAB, e le rette AD, GH sono parallele (42, G. 1°) 
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Ora, se prendiamo sopra BB il punto K, in modo che sia 
BK = BH, sono isosceli i triangoliABE^ HBK ed lianno comune 
l'angolo BAB, dun<iue a5e s hSk (99, C. 1^), e le rette AE, 
HK sono parallele. Considerando i due tiùangoli ADE, HQK, 




deduciamo (114, T.) che sono parallele anche le rette DB, GK, 
per cui g!bK = D3E (45, GJ^}; raaJJriangoHBGK, BPB sono 
uguali (104, T.), dunque B,BP s ORK = D3E. 

Abbiamo poi f3È = D3È + KK)(97,C.1»), ossia 

F^ = ÉÌBP + ÉSd = ÉSd - RDÈ, 

perchè BDE è isoscele, dunque è isoscele anche BEP, per cui 
BE = FÉ. Sapendo che per costruzione BE = BA = 2.AG ^J^P, 
deduciamo che DEB è isoscele, e perciò bSè ^ KBÈ s 2.d!be 
(99, C. 3°), dunqiae BDE è il triangolo cercato (N, XXVIII). 

Corollario. — La somma dei tre angoli di un triangolo 
è sempre uguale a due angoli retti (97, T.), se il triangolo è 
isoscele e ciascun,© dei due angoli uguali è doppio del rima- 
nente, qiiesto è il quinto di due angoli retti, e ciascuno dei due 
angoli uguali è il quinto di quattro angoli retti. 
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4. Risoluzione di alcuni problemi. 
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115. Problema. — Costruire la retta che è parallela ad 
una retta data, e che passa per un punto dato fuori di essa. 
Sia AjB^ la retta data e P, il punto 
dato: possiamo condurre per Pj una 
retta P^Pj, che incontri A^B, in Pj, e poi, 
nel piano determinato da P^ e dalla A^Bi, 
possiamo costruire la retta A.gBa, che 
passa per P„ in modo che gli angoli 
alterni interni P^Pi, Pi'^Pa siano 
uguali (HO, Pr.), La retta A^Bj è quella che si voleva costruire 
(42, G. !<■). 

Corollario. — Risoluto il problema precedente, è facile 
risolvere i sedenti: costruire una retta parallela ad nn piano 
dato, e che passi per un punto dato fuori di esso (47, T,); co- 
struire U piano che è parallelo ad un piano dato, e che passa 
per un punto dato fuori di esso (46, T.): costruire il piano 
che passa per una retta data, ed è parallelo ad un" altra retta, 
non situata con essa in uno stesso piano (47, C. 3°). 

11©. Problema, — In un piano, dato uno dei suoi punti, 
costruire la retta che passa per esso ed è perpendicolare ad 
una delle sue rette. 

Il piano dato sia ir, e sia a la sua retta data. 11 punto di n 
può prendersi sulla a o fuori di essa ; consideriamo separata- 
mente i due casi. 
Sopra a si prenda il punto D e due punti B, C equidistanti 
o; poi costruiamo in Tt il 
triangolo equilatero ABC (109,0.1"). 
AB s AC, BD = CD, ed 
AD lato comune, i due triangoli 
ABD, ACD sono uguali, quindi 
D.AB= D.AC, ed abbiamo costruito 
la retta AD, di tt, perpendicolare 
ad a nel suo punto D. 
Se prendiamo in n un punto A' faori di a, e poi costruiamo, 
sempre in n, una retta AD perpendicolare ad a in D, la retta 
A'D', che è parallela ad AD e passa per A', si può costruire 
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(H5, Pr.), ed è la perpendicolare di rt condotta ad a dal 
punto A' preso fuori di essa (63, C). 

Corollario. — Risoluto il problema precedente, è facile ri- 
solvere i s^uenti : costruire il piano, che passa per un punto 
dato ed è perpendicolare ad una retta data (68, T. 1°): co- 
struire la retta, clie è perpendicolare ad un piano dato e passa 
per un punto dato (68, T. 2°) : costruire un piano, che sia per- 
pendicolare ad un piano dato e passi per un punto dato (70, T. 1"): 
costruire il piano, che è perpendicolare ad un piano dato e 
passa per una retta data, non perpendicolare ad esso (70. T. 2°). 
■ilfl. Problema. — Data una faccia e lo spigolo, costruire 
un diedro uguale ad un diedro dato. 
Costruita (116, G.) una sezione normale P.'A'B', del diedro 

dato r.'A'B', prendiamo un punto P sullo spigolo dato r, e co- 
struiamo il piano n perpendicolare ad ?■ in P. Se n taglia la 

faccia data rk. secondo la 

retta PA, costruito su di 

esso l'aiuolo P.A:^P/À^B', 

il piano rB, determinato 

da r e da PB, forma col 

piano rk. il diedro cercato 

r.AB = r.'A'B', perchè 

sua sezione normale P.AB 

P.'A'B' di r.'A'B' (69, T. 1°). 
tl8. Problema. — Dati 

segmenti uguali. 
Sia AB il semento dato. I due circoli descritti in un piano 

qualunque, condotto per AB, che hanno i 

centri nei punti A, B, ed il ra^io uguale ad 

AB, si tagliano almeno in due punti D, E, 

situati in parti opposte rispetto ad AB, e la 

retta DE sega necessariamente AB in un 

punto G. Ora i triangoli ADE, BDB sono uguali, 

perchè hanno il lato DE comune e perchè 

AD s BD = AE ~ BE, quindi D.AC - D.BC ; '" ^ 

perciò sono uguali i triangoli AGD, BGD, dunque AG = BC, 

o^ia G divide AB in due segmenti uguah. 

Corollario. — Un segmento può essere sempre diviso, ed in 

un sol modo, in due segmenti uguali (60, T.). 
Il problema precedente è di primo grado. 




uguale alla sezione normale 
un segmento dividerlo in due 
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Deflnìsione. — Il punto medio di un segmento è quello che lo divide 
in due Begmenti uguali. 

Si dice indifferentemente costruire il punto medio di un se- 
gmento dato, ovvero dividerlo per metà. 

11». Problema. — ■ Dato un angolo qualunque, dividerlo 
in due angoli uguali. 

Sopra il lato PA, dell'angolo dato P.AB, prendiamo un punto 
arbitrario A, poi dall'altro lato stacchiamo un segmento PB=PA, 
e quindi, nel piano dell' angolo, costruiamo un triangolo 
equilatero ABC, in modo che i punti G, P cadano in lati op- 
posti rispetto ad AB. T^a retta GPD è divisa in due parti PC, 
PD dal vertice P, e ciascuna divide, in due angoli uguali, uno 
d^Ii angoli che hanno per lati PA, PB. Infatti i triangoli APC, 
BPG sono uguali, essendo PA = PB, AG s EC 
ed avendo il lato PC comune, dunque 
PAG = P^; essgido poi P.AD, p5p sup^ 
menti di RAG, P.BC, si ha pure P.AD = P.BD 
(33, T. 2°). 

Un caso particolare di questo problema, 
per il quale regge la stessa costruzione, è 
stato considerato quando si trattava di divi- 
dere un angolo piatto in due angoli uguali 
(116, Pr. 1"). 

Corollario. — 1° "Un angolo qualunque può essere sempre 
divìso, ed in un sol modo, in duo angoh uguali (60, T.). 
I! problema precedente è di primo grado, 

Deflnizioiie. — La retta bisettrice di un aiuolo qualunque ò quella 
che lo divide m due angoli i^uali. 

Si dice indifferentemente costruire la bisettrice di un angoìo 
dato, ovvero dividerlo per metà. 

^ Corollario. — 2° Se Eft, FH sono le 

^, ^ due bisettrici dei quattro angoU formati 

\ / da dueretteAG,BDjChe s'incontrano inP, 

3- N i jp atóiamoj3BsPjGG,P^=RGP, quindi 

/ \^ R^=P';^+P.BF-P'SG-f-RSi'sP.GF. 

/ \ Sono perpendicolari le bisettrici degli 

_^/ 3 angoh formati da due rette che s'in- 

^ centrano. 
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ISO. Problema. — Dato un diedro qualunque, dividerlo 
in due diedri uguali. ^_^ 

Costruita una sezione normale P.A.B del diedro 
dato rAB, se PC è la sua iisettrice (119, Pr.), 
la parte di piano rC divide r.^B in due diedri 
r.AC, rSc, che sono uguali {69, T. i"). 

Questa costruzione si applica anche al caso in 
cui r.AB sia un diedro piatto, ed allora si 
trova n piano perpendicolare ad ArB nella 
retta r. 

Corollario. — 1* Un diedro qualunque può e 
diviso, ed in un sol modo, in due diedri uguali ( 
Il problema precedente è dì primo grado. 
Definizione. — Il piano Msettore ài un diedro qualunque è quello 
elle lo divide in due diedri uguali. 

Si dice indifferentemente costruire il piano bisettore di un 
diedro dato, ovvero dividerlo per metà. 

Corollario. — 2° Sono perpendicolari i piani bisettori dei 
diedri formati da due piani che s'incontrano. 

ISf . Corollari. — 1" Un segmento è simmetrico rispetto 
al suo punto medio (75, D. 2"). 

Un ai^lo è simmetrico rispetto alla sua retta bisettrice 
(74, D. 2"). 

Un diedro è simmetrico rispetto al suo piano bisettore 
(73, D. 2')- 

2° Ciascun estremo di un segmento si può fare contem- 
poraneamente coincidere coH'altro (P. VI), facendo rotare il 
segmento, in uno dei suoi piani, di due angoli retti intorno al 
suo punto medio (75, G. 1°). 

Ciascun lato di un angolo si può fare contemporaneamente 
coincìdere coU'altro (P. VI), facendo rotare l'angolo di due 
diedri retti intorno alla sua bisettrice (74, C. 1"). 



5. IHstanse. 

tZZ. Sappiamo già che cosa s'intende per distanza di due 
punti; ora le proprietà dimostrate ci permettono di introdurre 
anche il concetto di distanza tra un punto ed una retta, tra 
un punto ed un piano, tra due rette che non s'incontrano. 
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Ondo sempliflcare il linguaggio, per segmenti condotti da 
un pu/nto ad una retta intenderemo tutti quelli che hanno 
l'origine nel punto o il termine suUa retta. 

Teorema 1° — Fra i segmenti condotti da un 
punto ad una retta quello ad essa perpendicolare è 
minore di tutti gli altri. 

Se AB, A.C sono due segmenti condotti dal punto A. alla retta 
r, e se AB è quello perpendicolare ad r, 
abbiamo AB < AG, poiché un cateto AB 
di un triangolo rettai^lo ABC è sempre 
■ — p=— i. minore dell'ipotenusa AC (100, C), 

Definizioni. — 1* Fra i segmenti condotti da un punto ad una 
retta il mimmo è quello ad essa perpendicolare. 

2» La dùtcmza di un punto da una retta è il segmento minimo con- 
dotto dal punto alla retta, cioè la distanza del punto dalla sua proiezione 
sulla retta. 

Parlando della distanza di un punto da un segmento, s'in- 
tende considerare la sua distanza dalla retta del segmento. 

Teorema 2° — Due segmenti obliqui condotti da 
un punto ad una retta sono uguali, se hanno su di essa 
proiezioni uguali, altrimenti è maggiore quello che 
ha proiezione maggiore, e viceversa. 

Se BG = BC sono le proiezioni uguali, su di r, di due seg- 
menti obliqui AG, AC condotti dal pimto A alla retta r, i 
triangoli ABG, ABC' sono ugtiali,. perchè hanno un cateto co- 
mune ed uguali gli altri due cateti, dunque AC s AC. Se 
BD > BC sono le proiezioni disuguali, su di r, di due sementi 
obliqui AD, AC, pure condotti dal punto A alla retta r, dai 
triangoli rettangoli ABD, ABC si deduce subito AD > AC 
(107, T. 3°). Inversamente, supponendo AG s AC, deduciamo 
BG = BC, perchè sono i^uali i triangoli rettangoli ABC, ABG' 
(105, C); supponendo AD > AC, considerando i triangoli ret- 
tangoli ABD, ABC, deduciamo (107, T. 4°) BD > BC. 

Corollari. — i° I segmenti uguali condotti da un punto ad 
una retta formano angoli uguali con essa e colla distanza del 
punto dalla retta, e viceversa. 
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g°" Da vin punto ad una retta non si po^ono condurre più 
di due segmenti uguali fra loro. 

3" Presi due sementi uguali, condotti da un punto ad una 
retta, tutti quelli compresi nell'angolo che determinano sono 
minori di essi, e tutti gli altri sono maggiori. 

tiS3. Per segmenti condotti da un punto ad un piano 
intenderemo tutti quelli che hanno l'orbine nel punto o il 
termine sul piano. 

Teorema 1" — Fra i segmenti condotti da un 
punto ad un piano quello ad esso perpendicolare è 
minore di tutti gli altri. 

Se AB, AC sono due segmenti con- A 

dotti dal punto A al piano n, e se AB è 
perpendicolare a n, per cui AC è obliquo, 
si ha AB < AG Infetti, essendo BG una 
retta di n, l'angolo BACèretto (67, D n, 
qumdt nel triangolo rettangolo ABC il 
cateto AB è minore dell'ipotenu'ia AC / 

Definizioni — 1» Fia i "^egmpnti i-ondotti 'H un pniitn ad un pntin 
il vitnimo e quello ad esso pprpendieolarc 

2» La distanza di un punto da un piano e il '^eRmen.to imnimo 
condotto da\ punto al piano e ad esso perpendicolaie, cioè la distanza del 
punto dalla sua pioiezione '.ol piano 

Parlando della ilistanza di un punto da una jaite di piano, 
s'mtende considerare la sua distanza dal piano a cui appai- 
tiene la pait^ 

Teorema 3" — Due segmenti obliqui condotti da 
un punto ad un piano sono uguali, se hanno sa di esso 
proiezioni uguali, altrimenti è maggiore quello che ha 
proiezione maggiore, e viceversa. 

Se EC s EC sono le proiezioni uguali, su tt, di due segmenti 
obliqui AG, AC', condotti dal punto A al piano ty, i triangoli 
rettangoli AEG, AEG' sono uguali, quindi AG= AG'. Se ED > BC 
sono le proiezioni disuguali dei segmenti obliqui AB, AC', 
pure condotti dal punto A al piano ti, dai triangoli rettangoli 
ABD, ABC si deduce subito AD > AC. 
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Inversamente, supponendo AG = AC, abbiamo due triangoli 

rettangoli uguali ABC, ABC, 6 quindi BC = BG'; supponenclo 

AD > AC', abbiamo due triangoli rettangoli ABD, ABC' dai 

quali si deduce subito BB > BC. 

Corollario.— Avendo BC=BC= , quando AG=AG'= 

possiamo dire che il luogo degli estremi variabili dei s^ 
menti uguali, condotti da un punto ad un piano, è un circolo, 
il cui centro è la proiezione del punto sul piano. 

184. Teorema. — Se una retta è obliqua ad un 
piano, l'angolo acuto, che forma colla sua proiezione, 
è minore di tutti gli angoli che essa forma colle altre 
rette del piano, le quali non sono ad essa parallele. 

Supponiamo che la retta AB sia obliqua ai piano ir, chia- 

^ miamo B il punto in cui lo incontra, AG 

la distanza di un suo punto A da n, e quindi 

BC la sua proiezione. L'angolo acuto B.AG 

y è minore degli angoli che AB fa con un'altra 

' retta qualunque r di ir, non parallela a BG. 

Se BD è la parallela condotta da B ad r, 

^ / e BAD l'angolo acuto cbe^ forma__con AD, 

/ basta dimostrare che B.AD > B.AG. Ora 

prendendo BD = BG, nei due triangoli ABD, ABC abbiamo AB 

iato comune, BD = BG e AD > AG (123. T. i"). dunque 

BAD > BAG (107, T. 2°). 

Corollario. — 1° Se una rotta ò obliqua ad un piano, 
l'angolo ottuso, che forma con la sua proiezione, è maggiore di 
tutti gli angoli che essa forma colle altre rette del piano, le 
quali non sono ad essa parallele. 

Definizione. — Gli angoU di una retta obliijua con un piaao sono 
quelli formati dalla retta colla sua proiezione sul piano. 

Parlando degli angoli di un segmento obliquo con una parte 
dì piano, s'intende considerare quelli della retta del segmento 
col piano a cui appartiene la parte. 

Corollari. — 2° Gli angoli formati da una retta con un 
piano sono uguali agli angoU formati da una retta parallela 
collo stefflo piano, o con unpiano ad esso parallelo. 
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3" I segmenti uguali eoiidotti da un punto ad un piano 
formano angoli uguali col piano e colla distanza del punto ciaì 
piano. 

IS5. Teorema 1° — Il luogo dei punti equidistanti 
da due punti dati è il piano perpendicolare al loro 
segmento nel suo punto medio. 

Un punto P sia equidistante da due punti dati A, B. Se G 
è il punto medio del segmento AB, i triangoli APC, BPG sono 
uguali, essendo AG = BC, AP ~ BP per ipotesi, ed avendo il 
lato GP comune, dunque G.AP = g3p. La retta CP è perpen- 
dicolare ad AB, e perciò P è un punto del piano n perpen- 
dicolare ad AB, condotto per G. Viceversa se jv 
P è un punto di n, la retta PC è perpendi- Js, 



^ 



colare ad AB, quindi i triangoli rettangoli ^'^"' 
AGP, BCP sono uguali, avendo un cateto co- - ' -"" 
mune GP ed essendo uguali gli altri due cateti 
AG, BG, dunque AP ^ BP, ossia P appartiene 
al luogo che si cerca. 

Corollario. — l'' Il luogo dei punti di un piano equidi- 
stanti da due dei suoi punti è !a retta del piano perpendi- 
colare al loro segmento nel suo punto medio. 

Teorema %" — 11 luogo dei punti equidistanti da 
due rette, che s'incontrano, è costituito dai due piani 
perpendicolari al piano delle due rette nelle bisettrici 
dei loro angoli. 

Chiamiamo APC, BPD le due rette date, passanti per uno 
stesso punto P, e chiamiamo ir il loro ^ 

piano. Se R è un punto del luogo cer- 
cato, e RM, RN sono le sue distanze dalle 
due rette, dobbiamo avere RM = RN. 
Chiamiamo Q la proiezione di R sul 
piano ir; i triangoli rettangoli RQM, 
RQN sono uguali, avendo comune il 
cateto RQ ed uguaU lo ipotenuse, perciò QM s QN. Ora PA è 
pe;:pendicolare a RM, RQ, quindi è perpendicolare alla retta 
QM del loro piano; analogamente riconosciamo che QN è 
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perpendicolare a PB, perciò i triangoli rettangoli QPM, QPN 
sono uguali, avendo uguali due cateti e comune l'ipotenusa, 
dunque P.QA = P.QB, il punto Q appartiene ad una delle 
bisettrici d^li angoli formati dalle rette date, e 11 punto R 
appartiene al piano perpendicolare a tv in questa bisettrice. 
Viceversa, se R è un punto del piano perpendicolare a 
TI nella bisettrice PQ di uno P.AB degli angoli formati dalle 
due rette date, la sua proiezione Q, su n, appartiene alla biset- 
trice, quindi, se QM, QN sono le distanze di Q da PA, PB, i 
triangoli rettangoli QPM, QPN sono uguali, essendo P.QM ^P.QN 
ed avendo l'ipotenusa QP comune, perciò QM = QN, il trian- 
golo rettangolo QRM è i^uale all'altro QRN, ed RM = RN. Ora 
PA, essendo perpendicolare a QR, QM, è perpendicolare anche 
a RM, e cosi pure PB è perpendicolare a RN, dunque R è 
equidistante dalle rette date, ed è perciò un punto del luogo 
cercato. 

Corollario. — 2" In un piano il luogo dei punti equi- 
distanti da due rette, che s'incontrano, è costituito dalle biset- 
trici dei loro angoli. 

Teorema 3° — Il luogo dei punti equidistanti da 
due piani, che s'incontrano, è costituito dai piani 
bisettori dei loro diedri. 

Siano QM, QN le distanze di un punto Q da due piani ArC, 
BrD di ima stessa retta r, e sia QM = QN. 
Il piano MQN, essendo perpendicolare ad A.rG, BrD, è per- 
pendicolare ad r (70, C.) e l'incontra in 
un punto P, mentre sega ArC, BrD secondo 
le rette MP, NP. Essendo Q equidistante 
da esse, PQ è la bisettrice dell'angolo 
p!^ (125, C. 2"), ed_essendo P'^ una 
sezione normale di r.AB, la retta PQ, e 
quindi il punto Q, deve giacere nel piano 
bisQitore di r.AB. Viceversa se Q è un 
punto del piano bisettore di rAè, e se il 
piano condotto da Q perpendicolarmente ad r sega ArC, 
BrD ed il piano bisettore di rAB secondo le rette MP, NP, 
QP, la QP deve essere bisettrice di PMN, e quindi deve es- 
sere QM = QN, cioè Q equidistante dai piani dati. 
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X%G. Deflnizioni. — 1* Un segmento si dice compreso fi 
quando ha «n estremo su ciascuna di esse. 

2" Un segmento ai ilice coinpreso fra due piani, qus 
estremo a 






Teorema 1° — I segmenti paralleli, compresi fra 
rette parallele, sono uguali. 

Se a, h sono due rette parallele, e se A^B,, AjE^ sono due 
segmenti paralleli fra esse compresi, tali cioè che gli estremi 
Aj, Aj siano sulla a e B„ Bj suUa h, 
abbiamo AjB^ =AjBj. Infatti i trian- ^ b, b, hf 

golì AjBjBj, AjAjBj hanno comune il 
lato AjE^, mentre hanno gli angoli 
Ai3^2 = Bj'ÌA^Aj, Ai^^Bj s B5.B1A, 
(45, C. 1°), dunque sono uguali (i03, T.), 
e perciò AjB^ s A^B^. 

Teorema 3" — I segmenti paralleli, compresi fra 
piani paralleli, sono uguali. 

Se a, p sono due piani paralleli, e se A,B„ A^B, sono due 
segmenti paralleli fra essi compresi, cioè se A„ A^ sono punti 
di a e B^, Bj sono punti di p, si ha A^B^ = AgB^. Infatti il 
piano dei due segmenti paralleli s^a a, p secondo le rette 
parallele A,A3, B^B^ ed A^B^, A^B^ sono segmenti paralleli fra 
esse compresi, dunque k;Q^ = A^B^ (126, T. 1°)- 

Corollarl. — 1° Date due rette parallele, tutti i punti di 
ciascuna sono eijuldistanti dall'altra. Se le rette parallele sono 
a, 6, e se A^Bj, AjB^ sono le distanze di / 

due punti A;, A^ di a da &, i segmenti r, s, s, &/ 

A,B„ AgBj sono paralleli {64, G. 3-), per ' V 

cui A^B^ s AjBj, cioè due punti qua- / 

lunque di ciascuna delle parallele sono "^—^ -^ y 

equidistanti dall'altra. 



° Dati due piani paralleli, tutti i punti di e 
equidistanti dall'altro. 

Se i piani paralleli sono a, p, e se AjBj, A^B^ sono le di- 
stanze di due punti Aj, A, di « da p, i segmenti A^B^, A^B^, 
compresi fra a e p, sono paralleli (68, C. 4°), perciò A,B^ s A^Bj, 
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e quindi due punti qualunque di ciascuno dei piani paralleli 
sono equidistanti dall'altro. 

Fra i segmenti compresi tra. due piani paralleli, quelli ad 
essi perpendicolari sono minori di tutti gli altri. 

3° Tutti i punti di una retta sono equidistanlri da un piano 



Fra i segmenti compresi fra una retta ed un piano parallelo 
quelli ad essi perpendicolari sono minori di tutti gli allri. 

1S9. Definizioui. — 1" Si dice distoma di due rette parallele la 
distanza di un punto qualunque di una dall'altra. 

Per distanza di due segmenti paralleli s'intende quella delle 
loro rette. 

2" Si dico distanza dì due piani paralleli la dìstania di un punto 
qualunijue di uno dall'altro. 

Per distanza di due parti di piano parallele s'intende quella 
dei piani cui appartengono. 

3' Si dice distanza di una retta da un piano parallelo, la distanza 
di un punto qualunque della retta dal piano, cioè la distanza della retta 
dalla sua pi'oiezione sul piano. 

Per distanza di un segmento da una parte dì piano parallelo 
s'intende quella della sua retta dal piano cui appartiene la parte. 
Corollari. — 1° Date due rette parallele, vi è sempre un 
piano, ed uno solo, equidistante da esse. 

Se le parallele sono a, b, se AB 
è la loro distanza, e se C, è il punto 
medio di AB, il so)o piano perpen- 
dicolare ad AB, condotto per C, è 
parallelo ad a, 6 e da esse equi- 

— £^-ii/ distante. 

2" Bate due rette parallele, nel loro piano ve ne è sempre 
una, ed una sola, equidistante da e^e. 

Se a, b sono le rette parallele, se AB è la loro distanza, e 

se C è il punto medio di AB, la sola retta e parallela ad a, 

b, condotta per C, è da esse equidistante e giace nel loro piano. 

3° Dati due piani paralleli, ve ne è sempre uno, ed uno 

solo, equidistante da essi. 

Se a, P sono i due piani paralleli, se AB è la loro distanza, 
e se G è il punto medio di AB, il solo piano t paraUeio ad 
a, p, condotto per G, è e 



// 
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4' n luc^o dei punti equidistanti da due rette parallele 
è il piano parallelo ed ec[uidistante da esse. 

5° In un piano, il luogo dei punti equidistanti da duo sue 
rette parallele è la retta parallela ed equidistante da esse. 

6° n luogo dei punti equidistanti da due piani paralleli è 
il piano parallelo ed equidistante da essi. 

7" In un piano, il luc^o dei punti che hanno una data 
distanza da una sua retta, è costituito da due rette parallele 
e da essa equidistanti. 

8° Il luogo dei punti, che hanno una data distanza da un 
piano, ò costituito da due piani paralleli e da esso equidistanti. 

1S8. Corollari. — ■ 1° Due rette parallele sono simmetriche 
rispetto al piano equidistante da esse (127, G. 1°). 

2° Due rette parallele sono simmetriche rispetto alla retta 
del loro piano equidistante da esse (127, C. 2°). 

3° Due piani paralleli sono simmetrici rispetto al piano 
equidistante da essi (127, C. 3*), 

4° Le proprietà dimostrate iìn qui sono sufficienti per 
ritenere che una retta o un piano hanno sempre per lìgura 
simmetrica pure una retta o un piano. 

i«». Teorema 1"* — Due rette parallele hanno 
per centri tutti i punti della retta equidistante da esse, 
situata nel loro piano, e viceversa. 

Se a, & sono due retto parallele, se e è la retta di ah equi- 
distante da esse, e se G ò un punto di e, preso un punto ì> 
di a, la retta CD sega & in un punto E, e se Ci, GB sono le 
distanze di G da «, &, avendo GA = GB, CAD ^ €Sè, ì tri- 
angoli rettangoli AGD, BGE sono uguali, dunque GD = CE, ed 
i punti D, B sono simmetrici rispetto a G, che è un centro 
delle a, 6. Viceversa, so abbiamo GDsGB, essendo sempre 
CAD = G.BE, i triangoli ACD, BGE sono uguali, e CA = GB, 
quindi C è un punto di e ed è un centro di a, 6. 

Teorema 2° — Due piani paralleli hanno per 
centri tutti i punti del piano equidistante da essi, e 
viceversa. 

Se a, sono due piani paralleli e se G è un punto del piano 
T equidistante da essi, preso un punto D di a, la retta GD sega 
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P in un punto E, e se CA, OB sono le distanze di C, da a, p, 
abbiamo GAsGB, quindi si deduce, corno aibiamo latto di- 
mostrando il teorema precedente, che CD s GB, ossia che G 
è centro di a, ^.Viceversa, se supponiamo GD s GÈ, deduciamo 
GA = GB, quindi G è un punto di t ed è un centro di a, g. 
Corollari. — 1" Il luogo dei punti medi dei segmenti com- 
presi fra due rette parallele è la retta equidistante da esse, 
situata nel loro piano. 

2" I! luogo dei punti medi dei segmenti compresi fra due 
piani paralleli è il piano equidistante da essi. 

3° Date tre rette dì uno stesso piano, AA', BE', GG', se 

C, G' sono i punti medi dei segmenti AB, A'B^ quando due 

delle tre rette sono parallele, anche 

• ^ , ^' la terza è ad esse parallela; se tutte 

y \g' ~~ e tre sono parallele, e se C è il punto 

— Z \ medio di AB, il punto medio di &.'B' 

^' è C'. 

Teorema 3° — Se due lati dì un triangolo sono 
divisi in uno stesso numero di parti uguali, le rette 
congiungenti i punti che li dividono nello stesso 
modo sono parallele al terzo lato. 

Se i lati AC, AB del triangolo ABG sono divisi in tre parti 
uguali dai punti B', B" e G', G", essendo AB' = B'B" = B"C 
ed essendo AG' = G'G" = C"B, le rette 
B'G', B"G" sono parallele a BG. Infatti, se 
DB è la parallela a B"G" condotta per A, 
i punti medi dei segmenti AB", AG" sono 
B', G', quindi la retta B'G' è parallela alla 
retta B''G" (129, C. 3°)- Essendo parallele 
le rette B'G', B"G", ed essendo B", G" 1 
punti medi dei segmenti B'G, C'B, la retta B"G" è parallela 
a BG. Riassumendo vediamo che B'G', B"G" sono parallele a BG. 
Teorema 4° — Se un lato di un triangolo è diviso 
in parti uguali, le parallele condotte dai punti di di- 
visione ad un altro lato, dividono il lato rimanente 
nello stesso modo. 
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Sia AC il Iato del triangolo ABC diviso in tre parti uguali, 
AB'sB'B" = B"G, dai punti B', B", siano B'C, B"C" le parallele 
a BC condotte dai punti B', B", e siano C, G" i punti in cui 
segano il lato AB. Se DB è la parallela a B"G" condotta per 
A, essendo B' il punto medio di AB", deve essere G' il punto 
medio di AC"; essendo poi parallele le rette B'C, BG, ed es- 
sendo B" il punto medio di B'G, deve essere C" il punto medio 
di G'B, dunque AG' = G'G" = C"E, e C',G" dividono AB in tre 
parti uguali, come B', B" dividono AG. 

Problema. — Dividere un segmento dato in un numero 
dato di parti uguali. 

Sia AB il segmento data, e supponiamo che si voglia dividere 
in tre partì uguali. Sopra una retta qualunque AG, condotta 
per A, prendiamo tre segmenti consecutivi AB'sB'B"=B"G, 
poi dai punti B', B" conduciamo le rette B'G', B"C" parallele 
a BG, che seghino AB nei punti G', G". Sappiamo già che 
AC = G'G" = G"B" (129, T. 4"), dunque vengono cosi costruiti 
i punti G', G", che dividono AB nel modo voluto. 

Corollario. — 4° Dato un triangolo ABG, presi sui lati 
AB, AG i punti C', B', se i segmenti AC, AB' sono, per esempio, 
il terzo di AB, AC, il segmento B'C è il terzo di BG; infatti 
conducendo da C la retta G'A' parallela ad AG, che seghi 
BC in A', sappiamo che CA' è il terzo dì BG, ma GA' s B'G' 
(126, T. 1°), dunque B'C è pure il terzo di BG. 

In generalo possiamo dire che presi due punti sopra due 
lati di un triangolo, se le loro distanze dal vertice comune 
sono equisummultiple dei due lati, la loro distanza è equi- 
summultipla del terzo lato. 

■iso. Teorema. — Date due rette, non situate in 
uno stesso piano, esiste sempre un segmento compreso 
fra esse, ed uno solo, che è perpendicolare ad am- 
bedue e minore di tutti gli altri. 

per una a, delle rette dato, conduciamo un piano a parallelo 
all'altra ò (115, C.), poi chiamiamo e la proiezione di & sul 
piano a- Naturahnente e deve incontrare a in un punto A, 
altrimenti a, b sarebbero ambedue parallele a e, e quindi 
parallele fra loro, mentre supponiamo che non siano in uno 
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atesso piano. Il punto A è proiezione dì un punto B di ft 
(72, G. 1°), e la retta AB, essendo perpendicolare ad a, è per- 
pendicolare ad a ed è perpendicolare anche a b, perchè & è 
parallela ad ci, quindi AB è un segmento compreso ira le 
due rette date e perpendicolare ad 
ambedue. Oltre ad AB non vi possono 
essere altri segmenti che soddisfino 
a queste condizioni ; inlatti ogni retta 
perpendicolare a 6 è perpendicolare 
anche alla parallela e, se poi è per- 
pendicolare anche ad a, deve essere 
perpendicolare anche ad a, dovendo 
incontrare b, deve giacere nel piano che la proietta in e, e 
dovendo incontrare la a, deve necessariamente coincidere con 
la AB. 

Presi due punti G, D sulle b, «, se CE è la distanza del 
punto G dal piano a, abbiamo GD > CE (123, T. 1°); ma CE=AB 
(126, C. 3°), dunque Gt) > AB, ed AB ò il piii piccolo segmento 
compreso fra lo duo rette date. 

Defimaione. — Si dice distanza di due rette, che non atanno ia uno 
stesso piano, il segmento perpendicolare ad ambedue le rette e compreso 



Per distanza di due segmenti, che non stanno in uno s 
piano, s'intende quella delle loro rette. 



6, Alcune altre proprietà dei triangoli. 



131. Teorema 1° — Nel piano di un triangolo vi 
è un punto equidistante dai yertici, ed uno solo. 

Siano D, E, P i punti medi dei lati BG, CA, AB del trian- 
golo ABG. Le perpendicolari EG, FG ai lati GA, BA, condotte 
nel piano del triangolo per i punti E, F, s'incontrano in un 
punto G, perchè sono in uno stesso piano, ed essendo retti 
gli ai^oh BAG, F'Aà, la somma E.FQ + F.BG è minore 
due retti (113, C. 2°). Ora tutti i punti della Fft sono equi 
distanti da A, B (125, G. 1"), tutti i punti della EQ sono equi 
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distanti da C, A, dunque nel piano del triangolo dato il punto 
ft è equidistante dai vertici. Naturalmente il punto G, i 
equidistante da B, C, appartiene alla retta 
GD condotta per D, nel piano del trian- 
golo, perpendicolare a BG: inversamente 
ogni punto del piano ABG equidistante da A, 
B, G deve essere comune alle rette DG, EG, 
FG, dunque deve coincidere con G. 

Corollari — 1° Nel piano di im triangolo le tre rette 
perpendicolai 1 ai lati nei loro punti medi passano per uno 
stesso punto 

2" Il luogo dei punti equidistanti da tre punti, vertici di 
un triangolo e una retta perpendicolare al loro piano. Se nel 
piano del triangolo ABG il punte equidistante dai vertici è G, 
tutti i punti della ietta condotta per G perpendicolarmente 
al piano del triangolo, ed essi soli, sono equidistanti da A, B, G 
(125, T. i"). 

Teorema 9" — Nel piano di un triangolo vi sono 
quattro punti soli equidistanti dalle sue rette. 

^ano AD, BD, GD le tre bisettrici degli angoli A'Sc, B'^CA, 
CAB del triangolo ABG. Le bisettrici BD, GD si devono in- 
contrare in un punto D, perchè sono in uno stesso piano, ed 
essendo B.AC + C.AB minore di due retti, anche la somma 
B.DG + GJÌB è minore di due retti (li3, C. 2°). Ora tutti i 
punti di BD sono equidistanti dalle 
rette a, e, tutti quelli di GD sono ■ 
equidistanti da a, 6 (125, C. 2°), dunque 
il punto D è equidistante da a, ft, e. 
Se poi prendiamo il punto E comune 
alle bisettrici di due angoli esterni, 
anche E è equidistante da a, b, e; 
di questi punti ve ne sono tre. E, F, G, 
dati dalle tre coppie di angoli esterni. 
Naturalmente essendo D, B equidistante da i, e, per e 
anche la bisettrice AD dell' angolo B.AG. Inversamente per 
c^Tii punto equidistante da a, t, G devono passare tre delle 
bisettrici degU angoli interni o esterni del triangolo (125, C. 2"), 
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dunque i quattro punti D, E, F, G sono i soli, (ìe! piano dei 
triangolo, equidistanti dai suoi lati, 

Corollari. — 3° Le bisettrici degli angoli interni di un 
triangolo passano per uno stesso punto, interno al triangolo. 
Le bisettrici di due angoli esterni di un triangolo, e la biset- 
trice dell'angolo interno ad essi opposto, passano per uno stesso 
punto, estemo al triangolo. 

4° Il luogo dei punti equidistanti da tre rette, lati di un 
triangolo, è costituito da quattro rette perpendicolari al loro 
plano. 

Se nel piano del triangolo ABG i punti equidistanti dalle 
sue rette a, b, e sono D, E, F, G-, tutti i punti delle perpen- 
dicolari condotte per essi al piano del triangolo, ed essi soli, 
sono equidistanti da A, B, G (125, T. 2"). 

■13Z. Defliiizioiie. — Altezza di uà triangolo eorrispondeiite ad un. 
tato, base del triangolo, è la sua distanza dal vertice opposto. 

Evidentemente un triangolo ba tre altezze corrispondenti a 
tre basi. Se il triangolo è isoscele, due delle tre altezze sono 
t^uali. Se il triangolo è equilatero, tutte e tre le sue altezze 
sono uguali. In un triangolo rettangolo due delle altezze sono 
i:^ali ai suoi cateti. 

Le sei bisettrici degli aiuoli di un triangolo formano i lati 
di un altro triangolo e le sue tre altezze (119, G. 2°). 

Teorema. — Le tre altezze di un triangolo passano 
per uno stesso punto. 

Le parallele, condotte dai vertici ai lati opposti, devono 
incontrarsi duo a due, e quindi formare un triangolo, sia 
A'B'C', e siano B'G', C'A', A'B' quelle condotte rispettivamente 
' per i vertici A, B, C. I segmenti 
AG', BG sono paralleli e com- 
presi fra rette parallele, quindi 
AC' = BC ; ma per la stessa ra- 
gione AB'sBC,duDqueAG'=AB', 
ed A è il punto medio del Iato 
B'G' di A'B'G', Analogamente si 
dimostra che B, G sono i punti 
medi degli altri due lati G'A', A'B' di A'B'C. Ora le altezze 
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di ABG, essendo le rette perpendicolari ai lati di A'B'C nei 
loro punti medi, deyono passare nec^aariamente per uno stesso 
punto G (131, T. i"). 

Corollario. — Il punto comune alle tre altezze di un 
triangolo è intemo ad esso, se i suoi an^li sono tutti acuti, 
è esterno, se uno dei suoi angoli è ottuso. 

Se un triangolo è rettangolo, il punto comune alle altezze 
è il vertice dell'angolo retto. 

133- Definizione. — Si dice mediana di un triangolo un segmento, 
ohe ha un diremo in un vertice e l'altro nel punto medio del lato opposto. 

Un triangolo ha tre mediane. 

Teorema. — Le mediane di un triangolo passano 
per uno stesso punto. 

Se D, E, F sono i punti medi dei lati BG, GA, AB di un 
triangolo ABG, le sue tre mediane sono i segmenti AD, BE, 
GF, Sia G il punto comune alle due mediane BE, GF, e siano 
H, K i punti medi dei segmenti BG, CG. 1 segmenti BP, KH, 
sono uguali e paralleli, essendo ambidue j 

paraUeU a BG (129, T. 3") ed uguali alla 
sua metà (129, G, 4°), ciò basta per rite- 
nere uguali i due triai^oli GPE, GHK, 
dunijue GB = GH, GF = GK, e perciò 
GÈ è la metà di BG, e GF è la metà ^ ^ - 

di GC. Ora si dimostra analogamente che la mediana AD sega 
BE in un punto, tale che la sua distanza da E deve essere 
metà della sua distanza da B, ma questo punto è necessaria- 
mente il punto G (60, T.), dunqiie le tre mediane passano 
per G. 

Corollario. — La distanza del punto comune alle mediane 
da un vertice del triangolo è doppia della sua distanza dal 
punto medio del lato opposto. 
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II. I poligoni. 

134 Deflnmoni — l'Più di due punti presi in im certo ordine, in 
modo <'iu. tre coQ'jec itivi qualunque non "Jiano in linea retta, determinano 
una figura fo idamentale che si di e potiamo. 

^= 1 f mit olio dttenmiiano in pnl g o, si dicono i suoi vertici. Le 
) 1 elle deteimmate da due vertici 



Go'^i dati quattro punti A B D, nell'ordine scritto, in 
modo clip tre consecutivi qualunque come A, B, G non siano 
is pia una ''tessa retta, abbiamo un 
joligono che lia quattro vertici A, 
B, C, D, le rette AB, BC, CD, DA, 
a si può indicare indifferentemente 
con uno dei simboli ABCD, BGDA, 
CDAB, DABG; se gli stessi vertici si 
, prendono nell'ordine inverso, si ha 
lo stesso poligono indicato indiffe- 
■) dei simboli DCBA, CBAD, BADC, ADCB. 
n poligono i segmenti che hanno per estremi due 




rentemente con i 

3= Sono lati diui 
vertici consecutivi. 

4» Le diagonali di un poligon 
estremi due vertici non consecutivi. 

I lati di ABCD sono i segmenti AB, BC, CD, DA, e le sue 
diagonali sono i sementi CA, BD. 

Evidentemente un poligono ha lo stesso numero di vertici 
e di lati ; stabilito l'ordine dei vertici, ciascun vertice, o 
ciascun lato, ha un vectice, o un lato, precedente ed uno 



segmenti, che han 



Preso un vertice, e scartati i due consecutivi, ciascuno dei 
rimanenti insieme ad esso determina una diagonale, quindi un 
vertice è estremo di tante diagonali, qiianti sono i vertici 
meno tre; ma ogni di^onale viene così data da due vertici, 
dunqiie il numero delle diagonali si trova prendendo la metà 
del prodotto del numero dei vertici per il numero stesso di- 
minuito di tre. Se un poligono ha quattro vertici, come ab- 

4x1 
biamo veduto, ha — ^ — = 3 diagonali; se ha cinque vertici, 
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5* Un poligono dì 3,4, 5, C, vertici viene chiamato (/ 

pentagono, esagono, 

n ptì^ono A.BCD è un qua- 
drangolo. Quando siano dati 
solamente i vertici, &enza fl'i 
sanie l'ordine, abbiamo più 
di un poligono; co^i cogli 
stessi quattro vertici A, B 
C, D si possono foimare tre 
quadrangoli AECD, AGDB, 
ACBD 

ò" Si ha un poligono piano <i \ 
\eitici SI prendono o no la uno stesso piano 

Da ora innanzi, se non ya detto e'^plicitamente, con\enpmo 
sempre di consideiare poligoni piani 

7» Duerno hnea poligonale quella formata da quanti si vogLano 
lati con'jecutivi di un pollano 

S» Uni linea poligonale ha le sue lette, i suoi hfi, i saoi vertiet, 
uhe ■'ono rette lati e i ertici del poligono a cui appartipne 

Q» Ogni linea poligonale è limitata da due punti, ilie ai dicono i 
suoi esijewii e ■mao estremi di due dei buoi lati 



1. Fropì'ietà dei lati di un poligono. 



135. Definizioni. — 1* Un poligono si dice ( 
ed una lìnea poligonale sì dice convessa o concava, seoondochè ha o non 
ha, nel suo piano, tutti i vertici situati da uno stesso lato rispetto a cia- 
scuna delle sue rette. 

Così dei tre quadrangoli i cui vertici sono gli stessi quattro 
punti A, B, G, D, di un piano tt, uno ABCD è convesso e gli 
altri due AGDB, ACBD sono concavi. 

3= Un poligono si dice in frecciato, ed una linea poligonale si dice 
mirecciata, se almeno due suoi Iati si segano fuori dei vertici. 

I due quadrangoli ACDB, ACBD sono intrecciati. 
Evidentemente ogni poligono intrecciato è concavo. 

3' 11 contomo di un iioligono è la linea formata dai suoi lati. 
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Teorema. — Una retta non può incontrare in più 
di due punti il contorno di un poligono convesso. 

Sia ABCDE un poligono convesso. Se una retta r incontrasse 
il suo contorno in tre punti Q, 
P, R, situati sui lati AB, DE, 
CD, uno P, fra essi, dovreibe 
necessariamente corn- 
ei nel segmento QR, che ha 
per estremi gli altri due, quindi 
i lati AB, CD e i loro vertici, non potrebbero giacere da una 
stessa parte della retta DE, ed il poligono non potrebbe essere 
convesso, contro l'ipotesi. 

ISfi. Un punto può percorrere il contorno di un pohgono, 
non intrecciato, partendo da una certa posizione e movendosi 
sempre in un senso, ritornando alla posizione iniziale senza 
mai riprendere, durante il suo movimento non interrotto, una 
posizione già occupata; perciò si vede che il contorno dì un 
poligono, non intrecciato, è una linea chiusa, che ditMe in 
due parti il suo piano, una Anita e l'altra indefinita. 

Definizioni. ~ 1" Un punto si dice interno o estemo ad un poli- 
gono non intrecciato, socondoehè giace nella parte finita o nella indefinita 
staccata dal contorno nel suo piano. 

%' Lajapte finita staccata dal contorno di un poligono non in- 
trecciato, sul suo piano, si dice superficie del poligono, o più aemplice- 
mente poligono, quando non yi 3Ìa timore di equivoci. 

Corollario. — 1! contorno dì un pollone, non intrecciato, 
è s^ato almeno in due punti da ogni retta di un suo piano, 
che ha un punto mlerno ad esso. 

Sia ABCDE un pollone, non intrecciato, e P uno dei 
punti interni; tra le distanze FA, PB, PC, PD, PE, del punto 
P dai vertici, certo una, PA, non è minore 
, di ue&suna delle altre, allora ogni punto 
del contorno di ABCDE ha una distanza 
\ da P, che non può essere maggiore di PA, 
e quindi è interno al circolo e, descritto 
nel piano del poligono col centro in P e col 
rì^gio PA. Ora se una retta MN, situata 
sul piano del polìgono, ha un punto P in- 
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terno ad esso, sega e nec^sariamente in due punti, uno suila 
parte PM e l'altro sulla parie PN, perciò PM, PN poss^gono 
punti esterni a e, e ijuindi al poligono, dunque PM PN, con- 
giungendo un punto esterno con uno interno, segano il con- 
tomo almeno in un punto. Se iì poligono è convesso la retta 
sega il contorno in due punti, ed in essi soli (135, T.). 

«39. Teorema 1' — Un lato di un polìgono qua- 
lunque, piano gobbo, è sempre minore della somma 
di tutti gli altri. 

Sia dato un poligono ABGDE, uno qualunque dei suoi lati, 
&E, è minore della somma di tutti 
gli altri. Le diagonali AC, AD che 
hanno un estremo in A, determi- 
nano coi lati del poligono i triangoli 
ABC, ACD, ADE, per i quali si ha -4 'i 
AC < AB + BG, AD < AG + CD, 
AK < AD + DE (iOi, T.), e quindi 
AC + AD + AE < AG -(- AD + \B + BG + CD + DB (58, G i°) 
da CUI AE < AB + BC + CD -]- DE (58, T 3") lelazione che si 
voleva dimoiti are 

DefimEioni — i'il perìmetro di un poligoiiD u di um linea poli 
gonale e la somma di tutti i °< loi lati 

2» Si dice oKe un poligono non intiecoiato, è initluppato di un 
altro poligono del su piano jiire non intrei.ciato quando tutti i punti 
del uo contorno -aaì interni al secondo pohgoiij 

Teorema 3 — 11 perimetro di un poligono con- 
vesso e minore del perimetro di un poligono che lo 
inviluppa. 

Il poUgono convesso A'B'C'D' sia inviluppato dal poligono 
ABGDE, e siano K, L, M, N punti in cui le parti di retta A'B', 
B'C, C'D', D'A' incontrano il contomo sui 
lati CD, DE, EA, AB (136, C). Dai poligoni 
A'NBCR, B'KDL, C'LBM, D'MAN, appli- 
cando il teorema precedente, deduciamo 
A'B' + B'E < A'N + NB + BC + CK, 
B' C 4- G' L < B' R + K D 4- D L , 
CD' -1- D'M < G'L + LE + EM, 
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D'A' -|- A'N < D'M -|- MA + AW, dalle quali relazioni si ha 
A'B' +■ B'C + CD' + I"A' < AB + BG + CD 4- DE + EA 
(58, T. 2°), come volevamo dimostrare. 

La dimostrazione viene condotta in modo analogo, se alcuni 
vertici del poligono convesso cadono sul contorno del poligono 
che lo inviluppa. 

Corollario. — Se il poligono convesso e se il poligono che 
lo inviluppa hanno un lato comune, la somma dei rimanenti 
lati del primo è minore della somma dei rimanenti lati del 
secondo. 



2. F'foprletà degli angoli di wn poligono 

cofwesso. 

438. I vertici di un poligono convesso sono tutti situati 
da una stessa parte rispetto a ciascuna delle sue rette, dunque 
due rette consecutive del poligono, cioè passanti per uno stesso 
vertice, dividono il loro piano in quattro angoli, uno dei quali 
contiene tutti i vertici del poligono, ossia tutti i punti interni 



Definizione. — I* rette di un poligono convesso, a ài una linea poli- 
gonale convessa, in ogni vertice determinano 4 angoli, quelli clie conten- 
gono tutti ì punti interni al poligono, o tutta la linea poligonale, si dicono 
gli angoU interni, o più brevemente i suoi angoli, altri sono ad essi opposti 
al vertice, e i rimanenti si dicono gli angoli estemi del poligono, o della 
linea poligonale. 

^ a ^ quadrangolo convesso ABCD ha 

quattro angoli interni A.DB, B.AC, 
G.BD, D.CA, ed ha otto angoli esterni 
£Bb = jCPB, Bm.sBJlG 
aÌB = Gj5), D-LG^D-ISÀ. 
Un poligono convesso ha lo stesso 
numero di vertici, di lati, e di angoli. 
■*" I suoi aiuoli esterni sono due a due 
uguali, perchè opposti al vertice, ed in numero uguale a due 
volte quello dei vertici. 
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Corollario. — È convesso ogni angolo interno dì un poli- 
gono convesso. Se un angolo interno fosse uguale a due retti, si 
avrebbero tre vertici consecutivi in linea retta, ciò che abbiamo 
escluso, se fosse maggiore di due retti, il prolungamento dì uno 
dei suoi iati dividerebbe l'angolo, e quindi il contorno, in due 
parti, quindi si avrebbero vertici situati in parti opposte rispetto 
al lato, ciò ebe è impossibile, essendo convesso 11 poligono. 

139. Teorema 1° — La somma degli angoli interni 
di un poligono convesso è uguale a tante volte due 
angoli retti, quanti sono i lati meno due. 

Le diagonali AC, AD, che hanno un estremo in un vertice 
A di un poligono conve^o AEGDE, deter- 
minano insieme ai lati tanti triai^oli ABC, 
AGD, ADE, quanti sono i lati meno due. 
■ La somma di tutti gli angoli di questi trian- ■ 
goli, o^a la somma degli angoli interni 
del poligono, è tante volte due retti, quanti 
sono i lati meno due. 

Teorema 2° — In ogni poligono convesso 
somma degli angoli esterni, formati da ciascun lato 
colla retta del precedente, è uguale a quattro angoli 
retti. 

Nel poligono ABCDB ogni lato, BG, forma colla retta del 
precedente, AE, un angolo esterno, B.rc, che è uguale a due 
retti meno un angolo intemo, B.AG; dunque !a somma di tutti 
i detti angoli estemi è uguale a tanto volte due retti, quanti 
sono i lati meno la somma degli angoli interni, ossia è uguale 
a 4 retti. 

3. PoUgowi uguali. 

*40. Dati due pohgoni, che abbiano lo stesso numero di 
vertici, possiamo sempre far corrispondere i loro elementi in 
modo che vertici, lati, e rette consecutive di uno corrispon- 
dano a vertici, lati, e rette consecutive dell'altro, mentre siano 
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corrispondenti i lati i cui estremi sono vertici corrispondenti, 
e le loro rette. Se i due poligoni sono convessi, tra i loro 
angoli sono corrispondenti quelli che hanno i vertici corri- 
spondenti. 

Parlando di corrispondenza tra gli elementi di due poligoni, 
dotati di uno stesso numero di vertici, intenderemo sempre 
che sia stabilita in questo modo. 

Due poligoni sono uguali, se, trasportati convenientemente 
nello spazio, possono coincidere; sono corrispondenti i vertici, 
i lati e le rette dei due poligoni uguali, che coincidono quando 
coincidono i due poligoni. 

Naturalmente due poligoni uguali hanno uguali i lati cor- 
rispondenti ; due poligoni iiguali convessi hanno uguali gli 
angoli corrispondenti, 

1*1. Teorema 1° — Due poligoni convessi sono 
uguali, se è possibile far corrispondere i loro vertici, 
in modo che si riconoscano uguali tutti i lati e gli 
angoli corrispondenti, eccetto due lati consecutivi e 
l'angolo compreso. 

I due poligoni convessi ABCDB, A'B'C'D'E' sono uguali, se 

A^ s A'^B', B. AG = B\À7G', OBI) = C\BÌy, D.CE = D/C^E'. 

È evidente infetti che possiamo far coincidere i vertici A', 

B', G', D' coi vertici A, B, G, D, essendo poi A\É'&= A'ÌBB, la 

retta A'E' cade sulla AE, ed essendo dTc^E' = d!cB, la retta 




ìyE' cade sulla DE, quindi anche E' coincide con E, abbiamo 
AE^A'B', DEsI/E', ÉAD^E'.A'iy, ed 1 due poligoni sono uguali. 



y Google 



— 119 — 

Teorema 2° — Due poligoni convessi sono uguali, 
se è possibile far corrispondere i loro vertici, in modo 
che si riconoscano uguali tutti ì lati e gli angoli cor- 
rispondenti, eccetto due angoli consecutivi ed il lato 
adiacente. 

Se nei due poligoni convessi ABCDE, A'B'C'D'E' riconosciamo 
che AB - A'B', BC = B'G^^ CD = 01)', DE^= D'E', e di più 

B.AC = B'.A'C', C.BD = H.'B'D', B.CE = D'iCÈ', 
possiamo dedurre che i due poligoni sono uguali. InMti possiamo 
evidentemente iàr coincidere i vertici B', C, D' coi vertici B, 
C, B, ed allora essendo bIÀG ^ B'.A'a', D.GB = D'"^' i lati 
A'B', D'E' vengono a coincidere coi lati AB, DE, ed essendo 
AB = A'B', DE ~ D'E' i vertici A', E' coincidono coi vertici A, E. 

Teorema 3° — Due poligoni convessi sono uguali, 
se è possibile far corrispondere i loro vertici, in modo 
che si riconoscano uguali tutti i lati e gli angoli cor- 
rispondenti, eccetto tre angoli consecutivi. 

I due poligoni convessi ABCDE, A'B'C'D'E' sono uguali se 
AB = A'B', BG = B'C, CD = CD", DE s D'E', EA = E' A', 
e se BAC = bTa^C, tì3D = C^D'. 

Infatti possiamo evidentemente porre i vertici A', B', C, D', 
sui corrispondenti A, B, C, D, quindi A'D' = AD, ed essendo 
anche per ipotesi A'E' s AE, D'E' = DE, i due triangoli A'D'E', 
ADE sono uguali, perciò E' deve coincidere con B, e i due 
poligoni devono essere i^uali. 

Costruendo successivi triangoli, è facile costruire un poligono, 
quando si conoscano gli angoli e i lati che lo individuano. 
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4, I qua(li'(m{/oli. 



1#S. Alcune proprietà dei quadrangoli convessi si dedu- 
cono immediatamente come casi particolari di proprietà di- 
mostrate per un poligono convesso qualunque; così possiamo 
dire che la somma degli angoli interni di un qiiadrangolo 
convesso è uguale a 4 retti (139, T. i"), e co^ per riconoscere 
l'uguaglianza di due quadxai^oli convessi pi^siamo stabilire 
i seguenti criteri: 

CorolUirl. — 1° Due quadrangoli convessi sono uguali, se 
hanno uguaU tre angoli e i due iati adiacenti (141, T. 1°). 

2" Due quadrangoli convessi sono uguali, se hanno uguali 
tre lati e i due angoli da essi compresi (141, T. 2°). 

3° Due quadrangoli convessi sono uguali, se hanno uguali 
tutti i lati e un angolo (141, T. 3°). 

i.43. Definizioni. — 1" In uji quadrangolo convesso si dicono op- 
posti due -vertici, o due lati, o due angoli, non consecutivi. 

Z' Si dice trapezio ogni quadrangolo, che ha due lati opposti pa- 
ralleli. 

3" Le basi di un trapezio sono i due lati paralleli, Yaltezza è la 
distanza delle basi. 

4* ChmcasTeoio parallelùgramìno ogni ijuadrangolo, ohe ha ciasoun 
lato parallelo al suo opposta. 

5" Altezza di un parallelogrammo, corrispondente ad un lato, è la 
sua distanza dal lato opposto. 

Un parallelogrammo si può considerare in due modi come 
un trapezio, ha due altezze, e ciascun lato si può prendere 
por hase. 

14A. Teorema 1° — In un parallelogrammo gli 
angoli opposti sono uguali. 

^ s Gli angoli opposti A^, C^, del pa- 

/ / rallelogrammo ABGD, hanno i lati AB, 

/ / AD paralleli al Iati CD, GBj^e diretti 

^ '^ in senso opposto, quindi A.DB = G3D 

ai dimostra che D.AC ^ B.GA, 
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Teorema 2° — Un quadrangolo convesso e un 
paralleiogrammo, se ciascuno dei suoi angoli è uguale 
air a 



Supponiamo uguali gli aiuoli opposti del quadrangolo con- 
vesso A,BCD. Essendo uguale a 4 retti la somma dei suoi 
angoli, ed essendo B.A.C + dm) = d!gÀ + ÀDB, deve neces- 
sariamente essere due retti ciascuna delle somme B.A.G+G.BD, 
D.GA -j- ADE, quindi i lati opposti AB, GD devono essere pa- 
ralleli (42, G. 2°). Analc^amente si dimostra die sono paralleli 
i lati opposti BG, DA, dunque il quadrangolo ABGD è un paral- 
lelogrammo. 

145. Teorema 1° — I lati opposti di un paralle- 
logrammo sono uguali. 

Nel parallelogrammo ABGD si lia AD = BC, perchè AD, BC 
sono segmenti paralleli compresi fra le rette parallele AB, GD 
(126, T. 1°). 

Teorema %° — Un quadrangolo convesso è un 
parallelogrammo, se ciascuno dei suoi lati è uguale 
all'opposto. 

Supponiamo che ABGD sia un quadrangolo convesso, e che 
Si abbia AB s GD, BG = DA. I due triangoli ABD, BGD sono 
uguali, avendo comune il lato BD ed uguali gli altri due, 
quindi B.AD s D.BG, D.AB = B.DG, le rette AB, GD, come pure 
AD, BG sono parallele, ed il quadrangolo ABGD è un paral- 
lelogrammo. 

Corollari. — 1° Ogni diagonale di un parallelogrammo 
determina coi suoi lati duo triangoli uguali. 

2" Un quadrangolo convesso è un parallelogrammo, se 
due lati opposti sono uguali e paralleli. 

146. Teorema 1° — I! punto comune alle diago- 
nali di un parallelogrammo divide per metà ciascuna 

Sia il punto comune alle dissonali AC, BD del 
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logrammo ABCD. Essendo AB = CD, e di più b!aÒ = ]>So^ 
A30 s G.DO, i due triangoli ABO, GDO 
sono uguali, quindi AO = CO, BO = DO, 
e è il punto medio delle due diago- 
nali AC, ED. 

Teorema 2° — Un quadrangolo convesso è un 
parallelogrammo, se il punto comune alle sue diago- 
nali divìde per metà ciascuna di esse. 

Se è il punto comune alle diagonali AC, BD, del qua- 
drangolo convesso ABCD, e se AO s CO, BO s DO, essendo 
OAB = 0^, i due triangoli ABO, CDO sono uguali, quindi 
D'AC) ^ DXÌC e le retto AB, CD sono parallele. Ma analoga- 
mente si dimostra che le rette AD, BC sono parallele, dunque 
ABCD è un parallelogrammo. 

i**. Teorema. — Un parallelogrammo ha per 
centro il punto comune alle sue diagonali. 

Se è il punto comune alle diagonali del parallelogrammo 
ABCD, e se E è un punto di una sua retta AB, la retta DE 
incontra la retta opposta (45, G. 4°) in un punto F. Ora i 
triangoli BOB, DOP sono uguali, essendo 6Sè = O.DP, BO = DO 
e B.EO = D.FO, dunque OE = OF, perciò E, F sono simmetrici 
rispetto ad 0, che è centro (75, D. 8") del parallelogrammo. 
Corollario. — I duo trapezi ADFE, BGPE sono diret- 
tamente uguali (75, C. 2°). 

1*§. Corollario, — 1° Due parallelogrammi sono uguali, 
se hanno uguah due iati consecutivi e l'angolo compreso 
(142, C. 3°)(i45,T. 1"). 

Problema. — Costruire un parallelogrammo, che albia 
due lati consecutivi uguali a due segmenti dati, e l' angolo 
compreso uguale ad un angolo dato. 

Sui lati dell'angolo dato prendiamo due sementi AB, AD 
uguali ai due segmenti dati, e poi conduciamo da B,D le rette 
parallele a DA, BA : evidentemente, se C è il loro punto co- 
mune, il parallelogrammo cercato è ABCD. 

Possiamo sempre supporre: 1" che l'aiuolo dato A.BD sia 
retto, 2" che i lati AB, AD siano uguali, S" che l'angolo A.BD 
sia retto e contemporaneamente siano uguali i lati AB, AD. 
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Corollari. — 2" Se un parallelogrammo ABCD ha 
angolo jCbÌ) retto, ciascuno degli altri è pure retto. 

Infatti G.BD è rettojiercliè uguale ad 
aS) (144, T. i"), e B.AC, DÌM1 sono pure 
retti, perchè ciascuno è supplementare di 
A.BD. 

3' Se un parallelogrammo ha due lati consecutivi uguali, 

tutti ì lati sono uguali. ^ s 

Infetti se AB = AD, avendo AB = OD, / 7 

AD ^ BC (145, T. 1°), si deduce che / / 

AB s BG = CD s DA. ^^ ^c 

4° Se un parallelogrammo ABCD ha due lati consecutivi 
uguali, e se è retto l'angolo da essi com- 
preso, tutti i suoi lati sono uguali e tutti i 
suoi angoli sono retti. 



™- \ „ ? 



Definizioni. — i*Un rettangoh è un. parallelogrammo che ha t 
gli angoli retti, ossia è un parallelogrammo equiangola. 

2' Un rombo è un parallelogrammo, che ha tutti i lati uguali, o 



3* Un quadrato è un parallelogrammo che ha tutti gli angoli 
retti e tutti i lati uguali, ossia è un parallelogrammo equiangolo ed 
equilatero. 

t*». Corollari. — 1" Due Tettaiuoli sono uguali, se hanno 
uguali due lati consecutivi (142, C. i°). 

2° Due rombi sono uguali, se hanno uguali un lato ed un 
angolo (142, C. S"). 

3" Due quadrati sono uguali, se hanno uguale un lato 
(142, C. 3°). 

4° La risoluzione del problema precedente fornisce im- 
mediatamente la risoluzione dei seguenti : costruire un rettan- 
golo che abbia due lati consecutivi uguali a due segmenti 
dati: costruire un rombo che abbia i lati i^ali ad un seg- 
mento dato ed un angolo uguale ad un angolo dato : costruire 
un quadrato che abbia i lati uguah ad un segmento dato. 

Per brevità chiameremo rettangolo di due segmenti dati, 
quello che ha due lati consecutivi i^ah ad essi, e quadrato 
di un segmento dato, quello che ha i lati uguali ad esso. 
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150. Teorema 1" — Le diagonali di un rett 
sono uguali, e viceversa ogni parallelogrammo che 
ha le diagonali uguali è un rettangolo. 

Dato il rettangolo A.BCD abbiamo i due triangoli ABC, ABD, 
che sono uguali perchè hanno il lato AB comune, i lati AD, 
BC uguali, e uguali gli angoU A.BD, B.AG, essendo amhidue 
retti, dunijue AG = BD. Inversamente, se 
supponiamo che ABCD sia un parallelo- 
grammo, e che sia AG = BD, i due trian- 
■» ^ goli ABG, ABD sono uguali, perchè hanno 

i lati uguali, ijuindi sono uguali gli angoli B.AC, A,BD, perciò 
ciascuno di essi è retto, ed il parallelogrammo ABCD è un 



Teorema 3° — Le diagonali dì un rombo sono 
perpendicolari, e viceversa ogni parallelogrammo che 
ha le diagonali perpendicolari è un rombo. 

Infatti se ABCD è un rombo, e se è U suo centro, i 

j1 s triangoli ABO, BCO sono uguali , essendo 

/V/y AO s co, AB = BC, ed avendo comune il lato 

A-^ / BO, dunque O.AB s OBG e le diagonali AG, BD 

j> e- sono perpendicolari. Inversamente, se ABCD è 

un parallelogrammo e se supponiamo OAB= O.BG, i triangoli 

AOB, BOG hanno il lato comune BO, uguali i lati AO, CO ed 

i^iuali gli angoli compresi, dunque sono uguali, - e perciò 

AB = BC ed ABCD è un rombo. 

Corollari. — 1° Lo diagonali di un rombo sono le biset- 
trici dei suoi angoli, e viceversa un parallelogrammo è un 
rombo se le sue diagonali sono le bisettrici dei suoi angoli. 

%" Un quadrato è insieme un rettar^olo ed un rombo, 
quindi le dissonali di un quadrato sono perpendicolari ed 
uguah, viceversa un parallelogrammo è un quadrato, so le 
sue diagonali sono uguali e perpendicolari. 
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de e m a -a da e pa ndefinito d e ta la en da u o tebs pua o 

2 Gì p gol ài t d aono le c]a d età he lo de- 
tennmano le t e pa t oanen s i ono p olii a n n degli sp gol 

1 loro p ftto co n ne di e 1 i^r e del t ed o 

3 I t e sp gol de erm na o due a d e tre ango co e eh 
h ameremo le facce del t edio 

4 Le e e e he con en^ono gì p gol e e j a e 
e ano due a due sono e re e e pA del tne 

5 La p firn d n ^d o e c[uella fo ma a d-Jle fa e 

153 Irti retlp APD EPE CFP he chiane enw a Uè 
a f V passanti jei uno stesso punto P e ft àt mo 
sle'iso p a o d lo o n pai t PA PD PB PE PC PP 
e tre di esse PA, PB, PC aono gli „ .* 

spigoli di un triedro, che indiche- \ W ,' 

remo con P.ABC ; i prolungamenti 'A ; > 

degli spigoli sono PD, PE, PF, il 
punto P è il vertice del triedro, e le 
sue facce sono gli angoli PJiC, P.CA, 
P.AB. Le rette del triedro sono a, 
&, e, e i suoi piani, che chiameremo 
a, p, T, sono i piani &c, ca, ab. 

Se un piano incontra gli spigoli di 
un triedro P.ABC nei punti A, B, G, 
li sega secondo i vertici di un trian- 
golo ABG, le cui rette sono le intersezioni del piano con i 
piani del triedro. 

153. Una parte indefinita PN dì retta, uscente dal punto 
P, può percorrere la superfìcie di un triedro P.ABG partendo 
da una certa posizione e movendosi nel senso PA, PB, PG, o 
nel senso opposto PG, PB, PA, ritornando alla posizione ini- 
ziale, senza mai riprendere, durante il suo movimento non 
interrotto, una posizione già occupata; perciò si vede che la 
superficie di un triedro óiMde lo spazio in due parti indefinite. 
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Definizione. — Delle due parti indefinite in cui lo spazio è diviso 
dalla superficie di un triedro, una contiene i prolungamenti degli spigoli 
e l'altra no, diremo estemo al triedro ogni punto della prima, ed interno 
ogni punto della seconda. 

1.54. Definizione. — I tre piani di nn triedro tagliano dallo spazio 
dodici diedri, tre determinati dalle facce prese due a due, e che ai dicono 
i diedri intemi, o più brevemente i diedri del triedro, altri tre sono ad 
essi opposti allo spigolo, e ne rimangono sei, che si dicono i diedri 
estemi del triedro- 

1 diedri interni di P.ABC, o più semplicemente i suoi diedri, 
sono ó!BCj6.CA^'3S,jnentre i diedri esterni sono «.GL s t£HK, 
fi.IG = 6.KM, cLI s C.MH, due a due uguali percliè opposti allo 



ISA, Definizioni. — 1" Ciascun diedro di un triedro è 
dalle due facce che lo determinano, adiacente a ciascuna di esse, ed 
apposto alla terza. 

2^ GiaEcuna faccia dì un trieiiro è adiacente ai due diedri di cui 
è faccia, è opposta al terzo diedro ed al suo spigolo. 

3» Ciascun diedro esterno dì un triedro è adiacente all'interno che 
ha con esso lo stesso spigolo, ed opposto agli altri due diedri intemi. 

Così per esempio il diedro a.BG è compreso dalle facce 
P.BA., P.GA., è adiacente a ciascuna di e^e, ed opposto alia 
faccia P.BG, la giiale poi è adiacente ai due diedri &.AG, cBA, 
mposta al diedro ffl.BG ed al suo spigolo a. Il diedro esterno 
fl,GL è adiacente all'interno «.BC, ed opposto ai due interni 
6.CA, cBA. 



1. Proprietà delle facce e dei diedi'i 
di un triedro. 




156. Sia P.ABC un dato 
triedro, costruendo le tre parti 
PA^, PBj, PC, di rette a„ b^, c„ 
che passano per P, sono per- 
pendicolari al piani a, 0, T del 
triedro, e sono situate rispetto 
ad essi dallo stesso lato degli 
spigoli PA, PB, PC, veniamo 
a costruire un nuovo triedro 
P.5ÌBiC„ individuato da P.ABC. 
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Defluizione. — Le tre parti di retta perpendicolari ai piam di un 
triedro dato, condotte pei il suo vPrtice e situate rispetto a cia&ouno di 
essi dallo stesso lato del tnedro, sono gli spigoli di un altro tiiedro, che 
si dice •'nppìementm r dpi pnmn 

ISK. Teorema 1° — Dati due triedri, se il secondo 
è supplementare del primo, viceversa il primo è 
supplementare del secondo. 

Se P.A^jGi è supplementare di PABC, viceversa P.A.BC è 
supplementare di P.A^,G,. Avendo costruito PA;. PA; PB,, 
PB; PC,, PC dallo stesso lato dei piani a, p, t. gli angoli 
P.AAi, P.BB,, piCGi sono acuti (67,0.2°), ed essendo acuti 
questi angoli, PA, PA, ; PB, PB^ ; PC, PC, sono anche da 
uno stesso lato rispetto ai piani a„ p,, T, (67, G. 2°), quindi 
rimane da dimostrare che gli spìgoli PA, PB, PG sono perpen- 
dicolari ai piani a,, 3„ Ti- Ora, essendo PB, perpendicolare 
al piano p, è retto l'angolo P.AB^, ed essendo PGj perpen- 
dicolare al piano t, è retto l'angolo P.AC„ dunque PA è 
perpendicolare ad ambedue le rette PB„ PC,, e perciò al loro 
piano «j. Analogamente si dimostra che PB, PC sono perpen- 
dicolari ai piani p„ ft- dunque PABC è il triedro supple- 
mentare di P.A,B,C,. 

Teorema 2° — Se due triedri sono supplementari, 
le facce di ciascuno sono i supplementi delle sezioni 
normali dei diedri dell'altro. 

Supponiamo che P.ABG, P.A,BiGi siano due triedri supple- 
mentari. Essendo allora PB„ PC, perpendicolari ai piani p, y, 
la faccia P.B,Gi del secondo triedro è supplementare della 
sezione normale del diedro a.BC (69, G. 5") del primo. Analo- 
gamente si dimostra che le altre facce P.G,A,, P.AjB, sono 
supplementari delle sezioni normali degli altri diedri 6.CA, 
CAB. 

Corollario. — Prolungando gli mgoli PA„ PB„ PCj del 
triedro P.A,B,G, supplementare di P.ABC, se i prolungamenti 
sono PD,, PE„ PF„ gli aji^li P^SJ*,, P^^),, PA^B^ono i 
supplementi delle facce P.B,C„ P.GìA,, P.A,B, di P^B,G^^e 
quindi' sono uguali alle sezioni normali dei diedri a.BG, &.CÀ, 
CAB di PABC. 
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15S. Teorema 1° — Ogni faccia di un triedro ò 
minore della somma delle altre due. 

Dato un triedro P.ABG, considerando una sua faccia qua- 
luncpie RBC, aihiamo sempre RBC < RCA. + RàB. Evidente- 
mente il teorema è subito dimoslrato se P.BG 
è uguale o minore di una PAH delle altre due 
facce, nel caso in cui sia maggiore di ciascuna 
di esse, sì può dimostrare come segue. Suppo- 
nendo RBC > p'AB, possiamo dall'angolo P.BC 
sottrarre il minore P.AB, sia P.CD la diffe- 
\ renza, per cui avremo P.BD ^ P.AB. Sulle 
\ PA, PD prendiamo due punti A, D, e per essi 
conduciamo un piano, che seghi PB, PC nei 
punti B, C. I triangoh APB, BPD hanno il lato PB comune, 
1 lati PA, PD uguali, ijuindi, essendo P.BD = P.AB, sono uguali, 
perciò AB = BD ; ma AC> BC ~- AB (101, G. 2°), ossia AG > CD, 
dunque 1 due triangoli CPD, GPA hanno il lato PC comune, 
i lati PD, PA uguali, il lato AC >GD, e gmiiò R^ > P£D 
(i07, T. 2°); dumjue, essendo P'3G = RBD -t- RDC, si ha 
RBC < P'Sa + P.AB. 

Corollari. — 1° Possiamo enunciare il teorema prece- 
dente dicendo: affinchè tre aiuoli possano essere i^uali alle 
tre facce di un triedro, è necessario che ciascuno sia minore 
della somma degli altri due, o più semphcemente che quel- 
l'angolo il quale non è. minore di nessuno degli altri due, sia 
minore della loro somma. 

2° Ciascuna feccia di un triedro è maggiore della diffe- 
renza, delle altre due. 

Essendo RBC < P.GA + RAB^ togliamo lo stesso angolo 
RAB, abbiamo RCA > RBC — PAB. 

Teorema 2° — In ogni triedro la somma delle 
facce è minore di quattro retti. 

Sia dato il triedro P.ABC e sia PE il prolungamento dello 
spigolo PA. Nel triedro P^BGB abbiamo RBC < P'3b + 'pM 

(158, T. 1"), quindi ^-^ -^ . .^-^ 

RBC -I- RCA + 1\AB < Ì\CÈ + P.CÀ + R^ + PAB, 
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ma la somma f^E + KCÀ. è 3 retti, e__garimeiiti^ la somma 
P.EB + PAB è pure 2 retti, dunque P.BG + P.GA + P.AB è 
minore di qrtattro retti. 

t5». Teorema 1" — Ciascun diedro di uà triedro, 
aumentato di due diedri retti, è maggiore della 
somma degli altri due. 

Se P.A^,G, è ii triedro^p- 
plementare del triedro dato PABG, 
chiamando PD^, PEj, PP^ i prolun- 
gamenti di PA„ PRJ^Ci, gli angoli 
P.B^(, P.G^D^, P-AjE, sono 
zioni normali dei diedri 
&:GA, cJb (157, C.)- 

Ora si sa che 

pSfi^ < p:g^, + P.A,B, (158, T. i"), 
quindi V3fi, + P3^i +P^, +PA^i < 

< P"^i + pTg^, -H PAJÌ^ + PA^Bi + PAP,; 
ma ciascuna delle somme 

P"^Gi -4- pS^,, P'^^ + P"^,, PA^Bi+PA^i 
è uguale a due retti, dunque P.BiF^ più quattro retti è mag- 
giore di P.GjD^ + PA,E, più due retti, togliendo due retti, e 
passando dalle sezioni normali ai diedri, deduciamo che «.BG 
più due diedri retti, è maggiore di &.CA4-CAB (69, T. 1°), 

Teorema 3" — In ogni triedro la somma dei 
diedri è maggiore di due diedri retti, e minore di sei 
diedri retti . 

Che dato un triedro qualunque PABG sia a.BG-t-6.CA-|-cAB 
minore di sei diedri retti è evidente, perchè ciascuno dei tre 
diedri è minore di due diedri retti ; che poi la somma stessa sia 
maggiore, di due diedri retti si deduce osservando che nel triedro 
supplementare P.A^,Ci la somma P'S^, + P'!c^i+PA^Bi è 
minore di quattro retti, e se PD^, PE^, PP^ sono i prolunga- 
menti di PAj, PB„ PGj la somma 
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p^G, -f pSjF, + p:^, 4- p:cj)i 4^:1^1 +pA>^_ 

è minore dì quattro retti più la somma P.B^'i-hP^i+PA^,- 
Infatti essendo dueretti ciascuna delle somme P.B,Ci+P-BiFi, 
P-GjAi + P'!cj)i, P^A^Bj + PTa^Ej, abbiamo clie^sei retti è 
minore di qaaitxo retti più P A^, + P ADj + P^A^Ei, togliendo 
due retti, e passando dalle sezioni normali ai diedri (69, T. 1°), 
deduciamo che oSg -\- &!ga. + cAB è ma^iore di due diedri 
retti. 

j|60 Definizione — Due tuedii m dicono opposti al ì>eitice o 
aemplicemente appo ti, quando gb spigoli di (.lascuno bono j prolui^a- 
menti degb «pigob dell altro 

t La flguia che ha pei elementi tre piani 

a, p, T condotti per uno stesso punto P, ma 
non pei una stessa rett-a, e le ti e rette APD, 
EPE GPF, ovveio a, f}, e, che deterimnano 
due a due, è costituita da otto diedri, che si 
separano in quattro coppie di diedri opposti 
al vertice. Le quattro coppie sono P.ABG, 
P^P;P.ABF, P.^G; P.AEC, P.'^F; P.lSc, 
P.ABF. 

Le facce del due triedri, opposti al vertice, 
sono angoli due a due opposti al vertice, 
quindi 

rb"g s pSp, p3. = pìfd, fab = pJm-, 

i loro diedri sono due a due opposti allo spigolo, quindi 
oÌBC = óS, ^gI = 6JT), cAB = c3l. 




IBI. Teorema 1° — Se due facce di un triedro 
sono uguali, anche i diedri opposti ad esse sono uguali. 

Supponiamo dato un triedro P.AEG, e supponiamo che sia 
PAB = P'Sg, si tratta di dimostrare che a.BG = c.BA. Se 
P.DEF è il triedro opposto al vertice, rispetto a quello dato, 
abbiamo 6AG = ^^, quindi possiamo, lasciando fisso il vertice 
P, porre lo spigolo PB sullo spigolo PE, la faccia A6 sopra F&, 
e la faccia Gb sopra m. Dopo ciò, avendo PAB = P.BC = P.FE, 
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p!b"G = fAB = pTdE, io spigolo PA coinciderà con. PF, lo spi- 
golo PC con PD, e il triedro PABC coli'altro P-EtEF, dunque 
a3G s C.DE - c.BA. 

Teorema 2° — Se due diedri di un triedro sono 
uguali, anche le facce opposte ad essi sono uguali. 

Dato il triedro PABC, supponiamo (iSCsciBA^e pSeF 
è il triedro opposto al vertice, abbiamo a.BC s cBA = c-DE, 
quindi, lasciando iìsso il vertice P, possiamo porre lo spigolo 
PA sullo spigolo PP, la faccia Ga sopra De, e la faccia Ba 
sopra Ec ; dopo ciò, essendo P.AG = P.FD, lo spìgolo PC coin- 
cìderà con PD, ed essendo c.BA = «.BG ^ O.FE, la faccia Bc 
cadrà in D6, dunque PB coinciderà con PE, e P.ABC con 
P.DEF. Da ciò si deduce subito che PAB = P.FE=p5g. 

Defluizione. — E isoedro ogni triedro che ha uguali due facce ed 
i due diedri opposti. 

i«s. Teorema 1° — Se due diedri di un triedro 
sono disuguali, la faccia opposta al diedro maggiore 
è maggiore della faccia opposta all'altro. 

Nel triedro PABC sia CAB > oSC . Pos- 
siamo condurre per PC una parte De di piano, 
compresa nel diedro cAB, in modo che sia 
cAÌ) = o;.BG. Se la parte di piano De sega la 
faccia P.AB secondo la retta PD, il triedro _^ 
PACD^è isoedro, e PAD = ^D (16i,T.3''), 
ma P.BG^P.BD j+^P.DG (158, T. 1"), JunfjTie 
RBC < P.BD +P.DA, ossia P^ < P.BA. 

Teorema 2° — Se due facce di un diedro sono 
disuguali, il diedro opposto alla faccia maggiore è 
maggiore del diedro opposto all'altra. 

Se nel triedro P.ABG si ha P.AB > P.BC deve essere 
CAB > aSc. InfatU, se tosse cAÈ = oMi, avremmo (i61, T. 2°) 
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P.AB s P.BC, se fosse cAB < «.BG, avremmo P-AB < P.BC 
(i62, T. 1"), quindi iii ambidue i casi non sarebbe soddisfatta 
l'ipotesi P.AB > P.BC, perciò, non potendo essere cAB uguale 
o minore dt «.BC, deve necessariamente essere cAB > a.BG. 



2. Triedri uguali. 



IftS. Dati due triedri, possiamo sempre far corrispondere 
i loro elementi in modo che siano corrispondenti i diedri i 
cui spigoli sono corrispondenti, !e facce i cui lati sono spigoli 
corrispondenti, ed i loro piani. Parlando di corrispondenza tra 
gli elementi di due triedri, intenderemo sempre che sia sta- 
bilita in questo modo. 

Due triedri sono uguali, se, trasportati convenientemente 
nello spazio, possono coincidere; sono corrispondenti gli spigoli, 
le facce, i diedri ed i piani che coincidono quando coincidono 
i due triedri. 

Naturalmente due triedri uguali hanno uguali le facce ed i 
diedri corrispondenti. Inversamente però possono essere uguali 
le facce ed i diedri corrispondenti, senza essere uguali i due 
triedri, ciò avviene nel caso dì due triedri PABC, P.BEP 
opposti al vertice, perchè abbiamo (160) 

RBC^R^, pSÀ. = p5d, PAB = pSb, 

«3c = oSf, sSa = Sm>, cab = éSì, 

eppure ponendo PA su PD, PB su PB, gh altri spigoli PC, PF 
vengono a cadere in parti opposte rispetto alia faccia P.DE, 
quindi i due triedri non possono coincidere e non sono cer- 
tamente uguali. Però abbiamo veduto che in un caso esiste 
l'uguaglianza di due triedri opposti, e precisamente quando 
sono isoedri, anzi si può enunciare questa proprietà dicendo : 
due triedri isoedri opposti sono uguali, e viceversa due triedri 
uguali opposti sono isoedri. 
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«©4. Trattandosi di riconoscere l'uguaglianza di due 
triedri hisogoa con- 



zione delle iacee e 
dei diedri corrispon- 
denti uguali. 

Se poniamo il ver- 
tice P' di P'A^B'C 
sul vertice P di 
P.ABC, e lo apigolo 
P'A.' sullo sp^olo 
PA, prendendo gli 
spigoli P'B' P'C le 
posizioni PB PC 




C1S1 1 diedii aBL (B G" vengono descritti nello stesso 
sen&o o vengono descritti m senso opposto. Nel primo caso 
converremo ài due brevemente che i due triedri hanno le 
facce ed i diedri corritjpondenti sifyiilfnente disposti. 

Dalla definizone dei trielri supplementari discende imme- 
d atameiite che -se due triedri hanno le facce ed i diedri 
simil nenie disposti lo stesso avviene per i due triedri sup- 
pleme itai e che se 3 le ti ìedri sono uguah, anche i triedri 
supplementari b no ugnili e viceversa. 



1C5 C me risulta d'^i seguenti teoremi, per accertarsi 
dell ug lag! anza di due tnedrì non è necessario riconoscere 
che siano similmente disposte ed uguali tutte le loro facce e 
tuUi 1 loro diedri 



Teorema 1" — Due triedri sono uguali, se hanno 
uguali, e similmente disposte, due facce ed il diedro 
compreso. 



^iano PABG, P\A'B'G' j_due triedri, e sia a.BC ^ a' .B'G' , 
RBA^P'.B^', P^X^P^Gk'. Supponendo che i diedri e le 
facce uguali siano similmente disposte, è possihile far coincidere 
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' con P e il diedro a'. WG' eoU'uguale a.BC, in modo che coin- 




cidano le facce B'a', Ba e C'a', Ca; siccome poi è P'.B'A.' sP.BA. 
e P*3à' = PjCÀ., evidentemente P'B', P'G' coìncideranno^n 
PB, PC, dunque coincideranno i due triedri P.ABC, P'A'B'C 



Teorema 2° — Due triedri sono uguali, se hanno 
uguali, e similmente disposti, due diedri e la faccia 



^no P.ABG, P'A'B'G' i due triedri, siano similmente discosti 
dielettienti corrispond^i, e sia RBC^ P'"3c', &!a5 s 6^Atl', 
CAB s c'.À/&. Se P.A.^h^GfJ^P'.^f^fi'^ sono i due Jriedrj 
supplementari, il diedro Uf>Bfi, è uguale al diedro a\.B'fi\, 
essendo uguali gli angoli P.BG, P'.B'C supplementi delle loro se- 
zioni normali(157,T.2°), di più abbiamo anche P.B,Aj=P'.B'jA'„ 
P£^. s P\G*~,A'j (157, T. 2"), dunque P-A^BiCi e=P'.AVB'iC'i 
(i66, T. 1"), e perciò (164) PABG = P'.A^G'. 

i«e. Teorema 1° — Due triedri sono uguali, se 
hanno uguali, e similmente disposte, tutte le loro 
facce. 

I due triedri dati, cogli elementi corrispondenti similmente 
discosti , siano P^C , P'.a7b^G' , e sia P3c = P^C , 
P.GA ~ P'^', PAB = P'.A^. Sugli spigoli corrispondenti 
dèi due triedri siano presi i punti k, B, C ed A', B', C, in 
modo che sia PA P'A' PB = P'B' PC = P'G'. Le coppie 
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di triangoli BPC, B'P'C ; CPA, G'P'A' ; APB, A,'P'B' sono ri- 




spettivamente uguali, avendo i triangoli di ciascuna uguali 
due lati e l'angolo compreso, dunque BC = B'C, CA = G'A', 
AB = A'B', e i triangoli ABC, A'B'C sono uguali. Ora nei piani 
delle facce P.BA, P.CA tiriamo le rette PL, PM perpendicolari 
ad a, e nei piani delle iacee P'.B'A', P'.G'A' tiriamo le rette 
P'L', P'M' perpendicolari ad a'. Siccome gli angoli A.BP, A.CP 
e gli angoli A'.B'P', A'.G'P' sono acuti, perchè sono isosceli i 
triangoli BAP, GAP, B'A'P', C'A'P', le rette PL, P'L' devono 
incontrare le rette BA, B'A' in punti che chiameremo L, V, 
e le rette PM, P'M' devono incontrare le rette CA, C'A' in 
punti che chiameremo M, M'. 

I triangoh LPA, L'P'A' sono rettangoli ed uguali, perchè 
sono uguali i cateti PA, P'A' e perchè A,BP = Af'Sv', dunque 
AL = A'L', PL = P'L'. Analogamente si dimostra che AM = A'M', 
PM = P'M', quindi sono uguali i triangoh ALM, A'L'M', perciò 
LM = L'M', e sono uguali i triangoli PLM, P'L'M', quindi 
P,LM = P'.L'M' ; ma P.LM , P'.L'M' sono le sezioni normali dei 
diedri a3C, a'.B^', dunque oÌBG = (^^KC' e PABC = F A^'C, 
avendo questi due triedri uguali, e similmente disposte, due 
facce e il diedro compreso {165, T. i"). 

Teorema 2° — Due triedri sono uguali, se hanno 
uguali, e similmente disposti, tutti i loro diedri. 

Questo teorema si dimostra immediatamente come conse- 
guenza del precedente. 

Se sono uguali i diedri di P.ABC, P'.A?B'C', e se i loro 
elementi corrispondenti sono similmente disposti, devono essere 
uguali le fkcce dei triedri supplementari P,A^B,Gj, P'.A'iB'|C'„ 
quindi deve essere P-A^^C^ ^ P'.A^'iG', (166, T. 1"), e perciò 
P.ABG = P'.A^' (164). 
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tft'9. I teoremi precedenti servono per riconoscere l'ii^a- 
glianza di due triedri, supposto die le loro facce e i loro 
diedri corrispondenti siano simOmente disposti, e che certe 
facce o diedri corrispondenti siano uguali; togliendo la prima 
condizione solamente, cioè supponendo sempre uguali le facce 
ed i diedri corrispondenti, come è detto negli enunciati, se 
non sono similmente disposti, si dimostra subito che non sono 
uguali i due triedri, ma che ciascuno è uguale al triedro 
opposto dell'altro. 



3. Costrusione flet tt'ie^/H. 

jes. Abbiamo fatto vedere che due triedri sono uguali 
quando le loro fecce e i loro diedri corrispondenti sono simil- 
mente disposti, e quando hanno rispettivamente uguaU; 
1" due facce e il diedi'o compreso (165, T. 1°), 
2° due diedri e la faccia adiacente (165, T. 2°), 
3" le tre facce (166, T. 1°), 
4" i tre diedri (166, T. 2"). 
Ne segue che i suddetti elementi, quando sia fissata la loro 
disposizione, individuano un solo triedro, e cpiindi supponendoli 
dati debbono essere sufficienti per costruirlo. 

Passiamo a considerare separatamente ciascuno dei quattro 
casi. 

*«9. Problema 1" — Costruire un triedro, le cui facce 
e i cui diedri siano disposti in un modo dato, che abbia due 
fecce uguali a due angoli dati, ed il diedro compreso uguale 
ad un diedro dato. 

Sia «'3^' il diedro dato, e siano Pi-A^,, Ps^C^ le facce 
date. Presa una retta arbitraria a, o FA, come spigolo, co- 




struiamo a.BC^ «'.B'C, e poi preso un punto arbitrario P di 
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a, come vertice, costruiamo sulle fecce B«, Ca gli ai^li 
P.BA. s Pi.B^i, P^ s P^.C2Aii, evidentemente P.ABG è il 
triedro cercato. 

Cambiando la disposizione delle facce e dei diedri, cioè co- 
struendo su Ba una faccia uguale a Pj-C^Aj e su Ca una 
faccia uguale a P^.B,A.j, avremmo avuto un altro triedro di- 
verso da P.ABG, ma uguale al suo triedro opposto al vertice. 
Problema 3° — ■ Costruire un triedro, le cui facce e i cui 
diedri siano disposti in un modo dato, clie abbia due diedri 
libali a due diedri dati, e la faccia adiacente uguale ad un 
angolo dato. 

Il ti'iedro supplementare di quello che cercbiamo, si può 
costruire sapendo risolvere il problema precedente, perchè 
conosciamo due delle sue facce e il diedro adiacente. Costruito 
il triedro supplementare, è poi subito costruito il triedro che 
si cerca. 

fSO. Problema 1° — Costruire un triedro, le cui facce 
. e i cui diedri siano disposti in un modo dato, che abbia le 
facce uguah a tre angoli dati, tali che la loro somma sia 
minore di quattro retti, e che ciascuno sia minore della 
somma degli altri due. 

Sappiamo già che, se tre angoli sono facce di uno stesso 
triedro è Tiecessario che la loro somma sia minore di quattro 
retti (158, T. 2°), e che ciascuno sia minore della somma degli 
altri due (158, T. 1"); ora faremo vedere che queste condizioni 
sono anche sufìicienU. 

Siano P.A'B, P.BG, P.CA" tre angoli consecutivi di un 
piano n, uguali ai tre an- 
goU dati, e fra essi P'Sc 
non sia minore di nes- 
suno degli altri due, in 
modo che supponendo 
pSg < pTa/b + P^C, 
ne segue che dei rima- 
nenti angoli ciascuno è 
pure minore della somma 
degli altri due. Avendo 
poi supposto che la somma 




degli ai^oU sia minore di quattro retti, se ne deduce che n 
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contiene alcun giro e che è l'angolo, concavo o convesso, P.A'A", 
che comprende PB, PC. 

Nei piano tt, col centro in P, descriviamo un circolo e, di 
raggio arbitrario, clie incontri i lati PA.', PB, PC, PA" nei 
punti A', B, C, A", quindi da A', A" tiriamo le rette A'E, 
A"F perpendicolari alle PB, PC nei punti H, K. Essendo 
PH < FA', PK < PA" (100, C), ne segue che H, K sono 
intemi a e, e le rette A'H, A"K incontrano certamente e in 
altri due punti E, F (89, G. 4°), in modo che A', E ed A", F 
sono in parti opposte rispetto a PB, PC. I triangoli rettangoli 
HPA', EPE hanno il cateto HP comune e l'ipotenusa uguale, 
essendo PA', PE raggi di uno stesso cìrcolo, dunque P A'B = P3È, 
e perciò, non essendo P.BG minore di P.A'B, ne s^ue che PE 
è compreso nell'angolo P.BC. Analogamente si dimostra che 
anche PF è compreso ìnPjBC. Oraavendo P3G <PA'B-{-P'A*'G, 
si ha anche_P.BC < RBÈ + P\Gè, quindi PF deve essere com- 
preso in P.BE, e perciò le rette PA', PF, PE, PA", ossia anche 
i punti A', F, E, A" di e, si seguono nell'ordine scritto, e ne 
deduciamo suhito che A', E sono situati in parti opposte 
rispetto alla retta A"F, mentre A", F sono situati in parti 
opposte rispetto alla retta A'E, dunque i due segmenti A'E, 
A"F si segano necessariamente in un punto D, intorno a e, 
essendo per esso PD < PA' = PA" {i23, T. 3°). Chiamiapio a 
uno dei punti comuni a t; ed alla retta di ti perpendicolare a 
PD in D, condotta la perpendicolare in D a tt prendiamo su 
di essa un punto A per cui sia AD = Da. Le tre parti di rette 
PA, PB, PC sono gli spigoli dei triedro cercato ; infatti i trian- 
goli rettangoU PAD, PGD sono uguali, perchè hanno il cateto 
PD comune, e perchè hanno uguali gli altri due cateti DA, 
DGr, quindi PA = PO- ^ PA', di più essendo PH perpendicolare 
alle rette DH, DA, è perpendicolare al loro piano, e perciò aUa 
sua retta AH, ne s^ue che i, triangoli AHP, A'HP sono am- 
bldue rettangoli ed uguali, avendo comune il cateto PH ed 
essendo PA = PA' , quindi^ P.A'B ^ P.AB. Anal^;amente si 
dimostra che PA^ = PAG, dunque il triedro P.ABC ha le 
fecce uguali ai tre angoli dati. Sulla perpendicolare a ti in D 
si può sempre prendere DA = DG, ma ii> modo che A stia 
dalla parto opposta rispetto a ir, sì ottiene cosi un altro 
triedro, colle facce pure uguali agli angoli dati, però disposte in 
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modo diverso dalle facce di P,ABG, ed u^ale al diedro ad 



Problema S" — Costruire un triedro, le cui facce e i cui 
diedri siano disposti in un modo dato, e che abbia i diedri 
uguali a tre diedri dati, tali che la loro somma sia maggiore 
di due diedri retti, e ciascuno aumentato di due diedri retti 
superi la somma degli altri due. 

A-fflncIiè tre diedri siano uguali a quelli di un triedro, è 
necessario che la loro somma sia madore di due diedri retti 
(159, T. 2°), e che ciascuno aumentato di due diedri retti sia 
maggiore della somma degli allri due (159, T. 1°); ora ai può 
dimostrare che queste condizioni sono anche sufficienti. Infatti, 
se tre diedri soddisfano le condizioni poste, è facile vedere 
che i tre angoli supplementi delle loro sezioni normali hanno 
una somma minore di ijuattro retti, e che ciascuno è minore 
della somma degli altri due, dunque si può costruire un triedro 
le cui fecce siano uguah a questi tre angoli (170, Pr. 1°), ed 
allora per avere il triedro cercato basterà costruire il triedro 
supplementare. 

Corollari. — i" Dati tre angoli uguali ciascuno è evi- 
dentemente minore della somma degli altri due, quindi se il 
triplo di un angolo è minore di quattro retti, poliamo co- 
struire un triedro le cui facce siano uguali ad esso. Natural- 
mente (161, T. 1") anche i diedri dì questo triedro saranno 
uguali fra loro. 

2" Possiamo costruire un triedro le cui facce siano tre 
angoli retti, in questo caso anche i Ire diedri sono retti. 

Definizioni. — 1° Diremo equiedro ogni triedro clie abbia uguali le 
tre facce, e quindi i tre diedri. 

2» Diremo equiedro rettangolo im triedro ie cui facce siano tre 
angoli retti, o cpiindi ahbia retti anche i suoi diedri. 
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4. Alcune altre proprietà dei triedri. 

t9t. Teorema. — Il luogo dei punti equidistanti 
dalle rette di un triedro è costituito da quattro rette, 
ohe passano per il vertice. 

Chiamiamo PB, Pf\ PG le bisettrici delle facce pSc, P^, 
PAB del triedro P.A.BG. I piani perpendicolari a f, 6, condotti 
per PG, PP, s'incontrano secondo una retta PD, i cui punti 
sono equidistanti dalle rette a, ò e 
dalle rette a, e (125, T. 2°), cioè equi- 
distanti dalle rette a, b, e del triedro, 
quindi PD appartiene al luc^o cer- 
cato, e per PD passa anche il piano 
perpendicolare ad a condotto per PB. 
La ste^a costruzione, applicata al 
triedro opposto a PABG, ci fornisce 
la stessa retta PD; ora le rette a, b, e 
sono rette di otto triedri due a due opposti, si lianno così 
quattro rette, ì cui punti sono equidistanti da a, 6, e, e si 
vede subito che costituiscono il luogo completo che si cerca. 
Corollario. — I piani perpendicolari ai piani di un triedro, 
e condotti per le bisettrici delle loro facce, s'incontrano in una 
slessa retta, 

«««. Teorema. — Il luogo dei punti equidistanti 
dai piani di un triedro è costituito da quattro rette, 
che passano per il vertice. 

Se P.ABC è il triedro dato, i piani bisettori dei diedri in- 
terni &.A,C, cAB si devono incontrare in una retta PD, che 
appartiene al luogo cercato perchè i suoi punti, essendo equi- 
distanti da a, T e da a, p (125, T. 3"), sono equidistanti dal 
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anche il piano 
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piani a, P, T, del triedro. Per la retta PD p 
bisettore del diedro aJBC. La stessa costru- 
zione applicata al triedro opposto a P A§G 
fornisce la stessa retta PD, ora i piani a, p, t 
sono piani di otto triedri due a due opposti 
al vOTtiee, si hanno così ijuattro rette i cui 
punti sono equidistanti da a, p. Ti e si Tede 
subito che costituiscono il luogo completo 
che si cerca. 

Corollario. — I piani bisettori dei diedri di un triedro 
passano per una stessa retta, interna ad esso. 

I piani bisettori di due diedri esterni di un triedro, e il 
piano bisettore del diedro interno ad essi opposto, ] 
una stessa retta esterna ai triedro. 




IV, Gli angoloidi. 



IfS. DefinizionL — 1* Più. di due parti indefinite di retta, uscenti 
■ punto, prese in un certo ordine, e tali che t 



stesso, piano, determinano \ 






da 

tive qualuncpie n 

fondamentale, che s 

2* Gli spigoli di un angoloide sono le parti di retta che lo deter- 
minano, Je parti rimanenti ai dicono i prohtnga-menti degli spigoli, il 
loro punto comune si dice il vertice deU'angoloide- 

3» Le facce di un an^loide sono gli angoli convessi die hanno 
per lati due spigoli consecutivi. 

4» Le rette ciie contengono gli spigoli, ed i piani determinati da 
due spigoli consecutivi, sono le rette ed i piani dell'angoloide. 

5* La siqterficie di un angoloide è quella formata dalle sue face*. 

Così le quattro rette APE, BPF, 
CPGt, DPH, che chiameremo anche 
a, b, e, d, di uno ste^o punto P, 
prese nell'ordine scritto, e taU che 
tre consecutive qualunque non siano 
in uno stesso piano, si dividono in 
otto parti PA, PE; PB, PF; PC, PG ; 
PD, PH, e quattro di esse PA, PB, 
PC, PD sono gh spigoli di un ango- 
loide, che si può indicare indifferente- 
mente con uno dei simboU P.AEGD, P.BCDA, P.CDAB, P.DABC. 
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Se gli stessi spigoli ai prendono nell'onìine inverso, si ha lo 
stesso angoloide indicato indifferentemente con uno dei sim- 
boli P.DGBA, P.CBAD, P.BADC, P.ADCB. 

I prolungamenti degli spìgoli di P.a5cD sono PE, PF, PG, PH, 
il suo vertice è il punto P, le sue facce sono gli angoli 
convessi PAB, P.BC, RCÌ), P.DA, le sue rette sono a, h, e, d, 
ed i suoi piani sono ai), he, ed, da. ^__^ 

Se un piano incontra gli spigoli di un angoloide PABCD nei 
punti A, B, G, D, lì sega secondo i vertici di un poligono ABCD, 
le cui rette sono le intersezioni del piano coi plani dell'an- 
goloide. 

fia. Evidentemente un angoloide ha lo stesso numero di 
spigoli e di facce, stabilito l'ordine degli spigoli, ciascuno spi- 
golo, ciascuna feccia, ha uno spigolo, o una faccia, prece- 
dente e uno spigolo, o una feccia, seguente. 

Definizione. — Un angoloide di 3, 4, 5, 6, faccsi viene chiamato 

angoloide irteiJro, tetraedro, pentaedro, esaedro, 

L'angoloide P-ABCD è tetraedro. Quando siano dati sola- 
mente gli spigoli, senza (issarne l'ordine, abbiamo più di un 




angoloide; eoa cogli stessi quattro spigoli PA, PB, PG, PD si 
possono formare tre angoloìdi tetraedri P.ABGI>, P.ACDB, 
PjCCBD. 
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1. Proprietà delle facce di im angoloide. 

I-IS. Definizioni. — 1* Un angoloide si dice convesso o concavo, 
secondocliÈ ta o non ]ia tutti i suoi spigoli situati da uno stesso lato 
rispetto a ciascuno dei suoi piani. 

Così dei tre angoloidi tetraedri i cui apigoli sono PAjPB, 
PCj^D, uno PABGD è convasso, e gli altri due P.ACBD, 
P.AGDB sono concavi. 

2" Un angoloide ai dica intrecoiato, se almeno duo delle sue facce 
si segano fuori degli spigoli. 

I due angoloidi tetraedri P.ACBD, P.AGDB sono intrecciati. 
Evidentemente ogni angoloide intrecciato è concavo. 

Teorema. — Una retta non può incontrare in più 
di due punti la superficie di un angoloide convesso. 

Sia P.ABCDE un angoloide convesso. Se una retta r incon- 
trasse la sua superficie in tre punti Q, j» 
B^P, situati nelle fecce P.AB, P.CD, 
P.DE, uno P ira essi dovreble essere 
necessariamente compreso nel segmento 
QB che lia per estremi jU^ alti-i due, ' 
quindi le facce P.AB, PCD, ed i loro 
spigoli, non potrebbero giaceie da uno 
stesso lato de! piano della faccia P DE, 
e l'angoloide non poti ebbe essere convesso, coatro l'ipotesi. 
Ufi. Una parte indefinita di ietta, uscente dal vertice di 
un angoloide, non intiecciato, può percorrerne la superficie 
partendo da una certa posizione e movendosi sempre in un 
senso, ritornando alla posizione iniziale senza mai riprendere, 
durante il suo movimento non interrotto, una posizione già 
occupata Di cio si ^ ede che la superficie di un angoloide, non 
intrecciato duitìt lo spazio in due parti indeflnite- 

Defljuzione — Delle due parti indefinite, in cui lo spazio è diviso 
dalla auperS le di in angoloide non intreccialo, una contiene i prolun- 
gamenti degli sp^oli 1 altia non li contiene, diremo esterno all'angoloide 
ogni punto della pnma, interno ogni punto della seconda. 
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i««. Teorema 1° — Una faccia di un angoloide, 

qualunque, è minore della somma di tutte le altre. 

Sia dato un angoloide PABCDE, una 
qualunque delle sue facce P.AE è raìiiore 
della somma di tutte le altre. I triedri 
P.ABC, P.ACD, P.ADE ci danno (158, T. 1") 

PAG < PAB + RBC , 
PAÌXPAG + RGD, 

PAÈ<PAJ)-t-P^. 
\ quindi 

Pj;ì+pXD+pXB<pXG4-pXD-fPAB4-l\BC+PS3+^ 

da cui si ricava 

RÀB < P"AB + RBC + pSd + PJ>È, 

cioè la relazione clie ai voleva dimostrare, 

Teorema 3° — La somma delle facce di un ango- 
loide convesso è minore di quattro retti. 



lato sia P.A.BCDE. Due suoi piani 
APB, CPD, consecutivi ad uno stesso piano BPG, s'incontrano 
secondo una retta PP, e PAFDE è un nuovo angoloide con- 
vesso, con una faccia di meno di quello dato. Ora nel triedro 
P.BPC si ha RB(; < P.BP + RCF, quindi la somma delle facce 
del nuovo angoloide è maggiore della somma delle facce del- 
l'angoloide dato. Dall'angoloide P.AFDE si può passare analo- 
gamente ad un altro, ancora conve^o, che aibia due facce 
dì meno di quello dato, e sia tale che la somma di tutte le 
sue facce sia minore della somma delle facce di quello dato. 
Proseguendo in questo modo arriviamo ad un triedro, la cui 
somma delle facce è minore di quattro retti (158, T. 2°), ed 
è maniere delia somma deUe facce dell'angoloide dato, la 
quale per conseguenza deve pure essere minore di quattro 
retti. 
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2. Pì'opìHetà dei diedri di un angoloide 
convesso. 



■iSS. Gli spigoli di un angoloide convesso sono tutti si- 
tuati da uno stesso lato rispetto a ciascuno dei suoi piani, 
dunque due piani consecutÌYi dell'angoloide, cioè passanti per 
uno stesso spigolo, dividono lo spazio in quattro diedri, uno 
dei quali contiene tutti gli spigoli dell'angoloide, ossia tutti ì 
punti interni ad esso. 

Definizione. — I piani <fi un angoloide convesso determinano in ogni 
apigolo quattro diedri, quelli ciie contengono tutti i punti interni all'an- 
goloide si dicono i diedri interni, o più brevemente i suoi diedri, altri 
sono ad essi opposti allo spigolo, ed i rimanenti si dicono i diedri esterni 



L' angoloide tetraedro convesso p 

P.4BGD ha quattro ^jiedrj interni yW. 

a.DB, &AG, ÓbB, (£GA, ed ha otto ^ / \\ ^ 

diedri esterni \ / j \ \/^ 

Un angoloide convesso ha lo stesso numero di spigoli, di 
facce e di diedri. I suoi diedri esterni sono due a due uguali, 
perchè opposti allo spigolo, ed in numero uguale a due volte 
quello degli spigoli. 

È convesso c^i diedro interno di un angoloide convesso. 

Se un diedro interno fosse uguale a due diedri retti, si 
avrebbero tre spigoli consecutivi ùopra uno stesso piano, ciò 
che atobianio escluso; se fosse maggioie di due diedri retti, il 
prolungamento di una delle sue facce divideiebbe la superficie 
dell'angoloide in due parti, quindi si avrebbero spigoli situati 
in parti opposte rispetto alla faccia, ciò che è impossibile, 
essendo l'angoloide convesso. 
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1.119. Definizione. — Due angoloidi sì dicono opposti al vertice, o 
semplicemente opposti, quando gli spigoli dì dascuno sono i prolunga- 
menti degli spigoli dell'altro. 

Due ai^oloidi opposti al vertice hanno le facce uguali, perchè 
sono angoli due a due opposti a! vertice, ed hanno i diedri 
uguali, perchè sono due a due opposti allo spigolo. 

i§o. Teorema 1° — In ogni angoloide convesso 
un diedro qualunque, aumentato di tante volte due 
diedri retti quanti Rono gli spigoli meno due, è mag- 
giore della somma di tutti gli altri. 

p Dato un angoloide convesso P.ABCDE, le 

cui rette siano a, b, e, d, e, un suo spigolo 
PA, insieme a tutte le coppie PB, PC ; PC, 
PD; PD, FÉ di due sp^oli consecutivi rima- 
nenti, determina tanti triedri P.ABC, P.BCD, 
P.CDE, quanti sono gli spigoli meno due. 
Ora 

«TbC + oS) -|- o^ = a3ì, e 

&AC -f cÌAB + ciS) ^ dAC + dAÈ + éAÌ) = 

= ÒAG 4- cÌBD -f (tCE + éSk ; 

ma in ogni triedro P.ABC, P.ACD, P.ADE ciascuno dei diedri 
collo sp^olo PA aumentato di due diedri retti è minore della 
somma degli altri due, dunque il diedro a,BE, dell'angoloide 
dato, aumentato di tante volte due diedri retti, quanti sono 
gli spigoli meno due, è minore della somma di tutti gli altri. 

Teorema 2° — In ogni angoloide convesso la 
somma dei diedri è minore di tante volte due diedri 
retti quanti sono gli spigoli, ed è maggiore di tante 
volte due diedri retti quanti sono gli spigoli meno due. 
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) Ogni diedro di un angoloide convesso : 
mente minore di due diedri retti (178), ne segue che la somma 
dei suoi diedri è minore della somma di tante volte due diedri 
retti ijuanti sono gli spigoli. Per dimostrare poi ia seconda parte 
dei teoremajConsideriamo un angoloide convesso P,ABCDE ed 
i triedri PABC, P.A.GD, P.ADE, che sono, come già abbiamo 
veduto, in numero uguale a quello degli spigoli meno due. Ora 
la somma dei loro diedri è uguale a quella dei diedri deU'an- 
goloide dato; ma in ciascuno di essi la somma dei diedri è 
maggiore di due diedri retti (159, T. 2°), dunque la somma dei 
diedri dell' angoloide dato è maggiore della somma di tante volte 
due diedri retti quanti sono gli spigoli meno due. 



3. Angoloidi uguali. 



■181. Dati due angoloidi, che abbiano lo stesso numero 
di spigoli, possiamo sempre far corrispondere i loro elementi 
in modo che siano corrispondenti i diedri i cui spigoli sono 
corrispondenti, le fecce i cui lati sono spigoli corrispondenti, 
ed i loro piani. Parlando di corrispondenza tra gli elementi 
dì due angoloidi, dotati di uno stesso numero di spigoli, inten- 
deremo sempre che sia stabilita in questo modo. 

Due angoloidi sono uguali, se, trasportati convenientemente 
nello spazio, possono coincidere; sono corrispondenti gii spi- 
goli, le facce, i diedri, ed i piani che coincidono quando 
coincidono i due angoloidi. Naturalmente due angoloidi uguali 
hanno uguali le facce ed i diedri corrispondenti. Inversamente 
però possono essere uguali le facce ed i diedri corrispondenti, 
senza essere uguali i due angoloidi, ciò avviene nel caso di 
due angoloidi opposti al vertice (179). 

18». Trattandosi di riconoscere l'uguaglianza di due an- 
goloidi bisogna considerare la disposizione delle fecce e dei 
diedri corrispondenti uguali. Se gli angoloidi sono P.ABGD, 
P'.A.'B'G'D', poniamo il vertice P' sul vertice P, lo spigolo P'A' 
sullo sp^olo PA, e chiamiamo PB", PC", PD" le nuove posi- 
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zàoai fegU^pigojiJP'B', P'G', FD' ; ora, se ì diedri di ciascuna 
coppia O.BG, a^G"; £S), o.G^" vengono descritti nello 



atesso senso, converremo di dire brevemente che i due angoloidi 
hanno le facce e i diedri corrispondenti similTnente disposti. 

183- Seguendo una via perfettamente analc^a a quella 
tganita quando sì parlò dell'ugu^lianza dei poligoni, si dimo- 
slraffli© ^cilin«ite i seguenti teoremi, dai quali risulta che per 
a0c^1arsi dell'uguaglianza di due angoloidi non è necessario 
rietffluosGere che siano similmente disposte ed uguali tulte le 
loro fecce e tutti i loro diedri. 

Parlando dei criteri per riconoscere l'uguE^lìanza di due 
angdloìdi , si ritiene sempre che abhiano lo stesso numero 
&i ^igoh. 

Teorema 1° — Due angoloidi convessi sono uguali, 
se è possibile far corrispondere le loro facce ed i loro 
diedri, in modo che siano similmente disposti, ed in 
Eoodo che si riconoscano uguali tutte le facce e tutti 
i diedri corrispondenti, eccetto due facce consecutive 
ed il diedro compreso, ovvero due diedri consecutivi 
e la faccia adiacente. 
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Teorema 3° — Due angoLoicli convessi sono uguali, 
se è possibile far corrispondere le loro facce e i loro 
diedri, in modo che siano similmente disposti, ed in 
modo che si riconoscano uguali tutte le facce e i diedri 
corrispondenti, eccetto tre facce consecutive, ovvero 
tre diedri consecutivi. 

184- I teoremi precedenti servono per riconoscere l'ugua- 
glianza di due angoloìdi convessi, supposto che le loro facce 
e i loro diedri corrispondenti siano similmente disposti, e che 
certe fàcce o diedri corrispondenti siano uguali; togliendo la 
prima condizione solamente, cioè supponendo sempre uguali 
le facce ed i diedri corrispondenti, come è detto negli enun- 
ciati, se non sono similmente disposti, si dimostra suhiie che 
non sono uguali i due angoloidi, ma che ciascuno è uguale 
all'opposto dell'altro. 

Costruendo successivi triedri è facile costruire un angoloide, 
quando si conoscano le fecce ed i diedri che lo determinano. 



V. I poliedri, 



1. I tetraedri — Jbe ph 



185. Definizioni. — 1^ Chiameremo tetraedro la figura foiiii amen- 
tale 'letenninafa da ijuattro punti, non situati in uno stesso piano, e tali 
che tre qualunque non siano in linea retta. 

2^ ! ijuattro punti ohe determinano un tetraedro, si dicono i suoi 
vertici. I piani di un tetraedro sono i quattro detei'mmati dai Tertici presi 
tre a tre, le sue rette sono le sei determinate dai vertici presi due a duo. 

3* Le facce di un tetraedro sono le superficie dei quattro triangoli 
determinati dai vertici presi tre a Ire. 

4* Gli spigoli di un tetraedro sono i sui segmenti ciaacimo dei 
quali ha per estremi due vertici. 
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Così i quattro punti A, B, C, D, non situati in uno slesso 

piano e tali che tre ijualunque non siano in linea retta, sono 
vertici di un tetraedro, che indiche- 
remo con ABCD, i cui piani sono 
BCD, CDi, DAB, ABC, che chiame- 
remo a, p, T, h, e le cui rette sono 
BC, CD, DB, AB, AC, AD, che chiame- 
remo f, ff, h, l, m, n. Gli spigoh del 
tetraedro ABGD sono i segmenti BG, 
CD, DB, AB, AC, AD e le sue facce 
sono le superficie dei triangoli BCD, 
GDA, DAB, ABC. 
Ogni spigolo, AB, è comune a due, ABC, ABD, delle Iacee. 

Ogni vertice, A, appartiene a tre facce, ABC, ACD, ADE, ed 

a tre spigoli, AB, AC, AD. 

J(8S, Definìjdoni. — l'- La superficie di un tetraedro e quella 
formata dalle sua facce. 

La superficie di un tetraedro è chiwa e dirMe lo «spazio 
in due parti, una finita e 1 altra mdeflmta 

2' Un punto si dice inte>no ovvero esterna ad un tetrieclro, w 
giace nella parte finita, o nella indefinita atai-Lata drilli sua "Jupepficie 
nello spazio. 

JISS. Definizioni. — 1= I ijuattro piani di un fetnodro tagliano 
dallo spazio ventiquattro diedri sei contengono tutti i punti interni al 
tetraedro, e si dicono i diedri infami, o più brevemente i diedn de! te 
traedro, altri sei sono ad essi opposti allo spigolo, e ne rimangano dodiu 
che si dicono i diedri esterm del tetraedro. 

I diedri interni, o più semplicemente i diedri di ABGD, sono 
fjS), gJ&, hMX, WD, m^, mSc. 
Un diedro esterno è per esempio /".AD', un altro è fjJÌ). I 
diedri estemi sono due a due uguali perchè opposti allo spi- 
golo, così, per esempio, /lAD' = f.A'D. 

2" I quattro piani di un tetraedro iti ogni vertice determinano otto 
triedri, se ne hanno cosi trentadue, dei quali quattro solamente compren- 
dono ciascuno tutti i punti interni al tetraedro , li diremo i triedri in- 
temi, più semplicemente i suoi triedri. 

I triedri di ABGD sono aIbCD, B^A, CDÀB, DABC. 
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j|8§. Definizioni. — i' Due rette di un tetraedro le diremo opposte, 
quando non passano per uno stesso vertice. 

2' Due spigoli di un tetraedro li diremo opposti, qaando appar- 
tengono a rette opposte. 

3* Due diedri interni, o estemi, di un tetraedro li diremo opposti, 
quando i loro spigoli sono rette opposte del tetraedro. 

4» Ogni vertice di un tetraedro è opposto al piano ed alla faccia 

Le sei rette del tetraedro si dividono in tre coppie di rette 
opposte f, n; ff, l; h, m., ai i sei spigoli si dividono in tre 
coppie di spigoli opposti BG, AD; CD, AB; DB^G. ^_^ 

Due diedri interni opposti sono, per esempio, /'.AD, n.BG ; due 
diedri mmisti, uno interno e l'altro esterno, sono, per esempio, 
AÀÌ)', n.BC. 

I vertici A, B, C, D sono rispettivamente opposti ai piani 
a, g, T, ò ed alle fecce BCD, ODA, DAB, ABC. 

189. Teorema 1° — Esiste un punto, ed uno solo, 
equidistante dai vertici di un tetraedro. 

Siano P, a, H, L, M, N i punti medi degU spigoli BG, CD, 
DB, AB, AG, AD di un tetraedro ABGD. I tre piani perpen- 
dicolari alle rette l, m, n, nei punti L, M, N, devono avere 
un punto comune E, ed uno solo, infatti non possono passare 
per una stessa retta, poiché ailora AB, AC, AD sarebbero in 
uno stesso piano perpendicolare ad essa, ciò che è impossibile 
non essendo per ipotesi A, B, C, D punti di uno stesso piano, 
e due qualunque non possono essere paralleli, poiché allora 
sarebbero parallele due delle rette AB, AC, 
AD, mentre passano per uno stesso punto A. 
Ora il punto E, appartenendo ai tre piani 
perpendicolari ai segmenti AB, AC, AD 
nei loro punti medi, è equidistante da A, B, 
da A, C, da A, D (125, T. 1"), e quindi dai ' 
vertici A, B, G, D. Oltre al punto E non 
ve ne sono altri equidistanti dai vertici, '^ 

poiché un punto tale, dovendo essere comune ai tre piani di 
cui abbiamo parlato, deve coincidere con E. Per E passano 
anche i piani perpendicolari alle rette f, g, h nei punti F, G, H. 
Corollario. — 1" I sei piani perpendicolari agli apigoli di 
un tetraedro, nei loro punti medi, passano per uno stesso punto. 
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Teorema 3° — Vi sono otto punti soli equidistanti 
dai piani di un tetraedro. 




^piaiùEBC, BCD, EDB, bisettori dei diedri intemi p^, 
ff-AB, ft.AC del tetraedro ABCD, s'incontrano necessariamente 
in un punto B, ed uno solo, che, essendo 
eqnidistanttì da a, Ò, da a, p, e da a, f 
(125, T. 3»), è equidistante dai gniattro piani 
a, ?, f, Ò del tetraedro. Naturalmente 
per E passano ancìie i piani BAJB, EA.G, 
BAI) bisettori dei rimanenti diedri interni 
^.CD, W.DB, n.BG. 
Se poi prendiamo il punto A, comune^ ai mani A^BC, A^GD, 
A,DB bisettori di tre diedri esterni 0b, ff.J)% A.B'G, formati 
da uno dei piani a del tetraedro 
con gli altri tre p, t, h, anche A, 
è equidistante da a, p, t, ^, e 
per esso passano i piani bisettori 
AjAB, A^AG, A^AB dej_Jre diedri 
interni /.AD, s'.AB, ft.AG formati 
da p, T, l) ; <ii punti analoghi ad 
A^ ve ne sono evidentemente 
\ quattro Aj, B^, C„ D^, uno per 
ogni piano a, p, T, &■ 
Finalmente anche il punto P comun_e^ piani PBG, PGA, 
PAB bisettori dei due diedri estemi m.BD', fJiS" e dell'in- 
terno ;,GD , formati da un piano h cogli 
altri tre, è equidistante da a, P, T. & e per 
esso passano i piani PAD, PBD^^ PDAJ3Ì- 
aettori dei due diedri estemi n.BG', ft.AC" 
e dell'interno g.AB, formati dal piano T coi 
rimanenti: di punti analc^hi a P ve ne 
sono tre, P, Q, R, uno per ogni coppia di 
spigoli opposti AB, CD; AG, ED; AD,BC. 
È poi facile vedere che ogni punto equidi- 
stante dai quattro piani a, p, f, & deve 
essere comune a sei piani bisettori dei loro diedri, e coinci- 
dere con uno degli otto trovati. 
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Corollari, — 8° I sei piani bisettoii dei diedri interni di 
un tetraedro passano per uno stesso punto. 

I tre piani hisettori dei diedri interni di un triedro del te- 
traedro, e i tre piani bisettorì dei diedri esterni, formati dai 
piani del triedro col piano rimanente del tetraedro, passano 
per uno stesso punto. 

I due piani biwftori di dne diedri interni ed opposti, ed i 
qiiattro piani bisettori dei diedri esterni, non opposti ad essi, 
passano per uno stesso punt^. 

3" Per ogni triedro del tetraedro vi sono c[uattro rette 
luogo dei punti equidistanti dai piani dei triedro (171, T.), si 
hanno così in tutto sedici rette, per ciascuno dogli otto punti 
equidLttanti dai piani del tetraedro ve ne passano quattro, e 
su ciascuna di queste retto yì sono due degli otto punti. 

f.90 Defìniaiolie. — Si dice mediana ili un tetraedro un segmento 
che ha un estremo m un vertice e l'altro no! punto cornane alle mediane 
della faccia opposta. 

Un tetraedro ha quattro mediane. 

Teorema. — Le mediane di un teti-aedro passano 
per uno stesso punto. 

Chiamiamo F, G, H, L, M, N i punti medi degli spigoli BG, 
CD, DB, AB, AC, AD del tetraedro ABCD, Se P, Q sono i punti 
comuni alle mediane dei triangoli BGD, BCA, le rette AP, DQ 
sono due mediane del tetraedro ; ma P, Q stanno sulle rette 
DP, AF, dunque le due mediane AP, DQ stanno nel piano ADP 
ed hanno un punto comune E. Ora 
i segmenti FP, FQ sono i terzi di 
FD, FA (133, C), quindi PQ è pa- 
rallelo ad AD; di più se da P, Q 
conduciamo le rette PR, QS paral- 
lele ad FÉ, che segano DE, AE nei 
punti R, S, sappiamo che ER, ES 
sono i terzi- di ED, EA (129, T. 4"), perciò anche RS è pai'allelo 
ad AD (129, T. 3"). Ne segue che, essendo PQSR un parallelo- 
grammo, si ha EP = ES (146, T. i"), dunque EP è il terzo di EA. 
Analt^amente si dimostra che ogni altra mediana sega AP in 
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un punto la cui distanza da P fe il terzo della distanza da A; 
ma questo punto è necessariamente il punto E, dunque tutte 
le mediane passano per E. 

Corollari. — 1" La distanza del punto comune alle me- 
diane da un vertice del tetraedro è tripla della sua distanza 
dal punto comune alle mediane della faccia opposta. 

2" Per il punto E passano i sei piani ADF, ACH, AB&, 
BCN, GDL, DBM, la retta comune ai piani BCN, ADP, che con- 
tengono due spigoli opposti BC, AD, è quella FN, che con- 
giunge i loro punti medi e passa necessariamente per il punto 
E, che viene ad essere comune alle FN, GL, HM. 

Per il punto comune alle mediane di un tetraedro passano 
i sei piani determinati da ciascuno spigolo col punto medio 
dello spigolo opposto, e passano le tre rette che uniscono ì 
punti medi degli spigoli opposti. 

Itti. Problema. — Costruire un tetraedro, i cui spigoli 
siano tutti uguali ad un segmento dato. 
Costruiamo (109, G. 1") un triangolo BCD, i cui lati siano 




tutti uguali al segmento dato HK, e chiamiamo il punto 
comune alle sue altezze BE, CF, DQ (133, T.). 

Essendo il triangolo BCD equilatero, abbiamo BE=GF=DC1 
e BO ^ CO = DO ; ma BE < BG, quindi anche BO < BC, e 
BO, CO, DO sono segmenti uguali e minori del segmento dato 
HK. Posto ciò possiamo costruire un triangolo rettangolo 
HKL (100, C), la cui ipotenusa sia HK, ed abbia un cateto 
HL = BO. Sulla retta perpendicolare in al piano di BCD 
prendiamo, da una parte del piano, un segmento OA uguale 
all'altro cateto KL. I triangoli CAB, OAC, OAD sono tutti 
uguali ad HKL, quindi AB = AG = AD == HK, e tutti gli spigoli 
del tetraedro ABCD sono uguali al segmento dato. 
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Teorema. — I diedri ed i triedri di un tetraedro 
sono tutti uguali fra loro, se sono uguali fra loro 



Infatti, se gli spigoli di ABCD sono tutti uguali, i triangoli 
BCD, GDA, DAE, ABC sono tutti equilateri ed uguali, perciò 
le fecce di due triedri qualunque sono tutte uguali fra loro, 
quindi sono uguali ì duo triedri (166, T. 1°), ed i loro diedri. 

Definizione. — Diremo eqiiispigolo ogni tetraedro che abliia uguali 
i sei Bp^oli, G quindi i sei diedri e i quattro triedri. 

I9S. Per determinare un tetraedro possiamo prendere un 
triangolo per una delle sue fecce ed un punto fuori del suo 
piano per vertice opposto, ovvero possiamo prendere uno 
dei suoi triedri e segare gli spigoli con un piano, in modo 
da ottenere un triangolo. Figure analoghe si possono ottenere 
prendendo un poligono piano qualunque ed un punto fuori del 
suo piano, ovvero un angoloide qualunque ed un piano che 
seghi tutti i suoi spigoU. 

DefluÌBioni. — 1" Si chiamapìrumiiie la figura fondamentale deter- 
minata dai vertici di un. poligono piano qualunque e da un punto preso 
fuori del suo piano; ovvero dai piani di un angoloide qualunque e da un 
piano che seghi i suoi spigoli. 

2» Il poligono, o Vangoloide, di una pirainide, è il poligono, o 
l'angoloide, preso per determinarla. 

3* 1 verhoi ài una piramide sono quelli del suo poligono e quello 
del suo angoloide, il quale si dice semplicemente il vertice. 

4° Le rette di una piramide sono quelle del suo poligono e quelle 
del suo angoloide. I piani di una piramide sono quelli del suo angoloide 
e il piano del suo poligono, che ai distii^;ue dicendolo piano base. 

5°- Gli SpigoU di una piramide sono i lati del poligono che la de- 
termina, e i segmenti che hanno un estremo nel vertice della piramide 
e l'altro in un vertice del suo poligono: per distinguerli, quest'ultimi si 
dicono laterali. 

' Una piramide è triangolare, quadrangolare, , secondochè il 

un triangolo, un quadrangolo, ; ovvero secondochè il 

È triedro, tetraedro,.... 
1' Ualtezza di una piramide è la distanza del vertice dal piano 

8' Si dice sezione di una piramide il poligono ottenuto segando 



y Google 




— 156 — 
Se prendiamo per determinare una piramide il quadran- 
golo ABCD, di un piano ti, ed il punto 
P fuori di esso , possiamo indicarla 
scrivendo P.A.BCI) ; il suo poligono è 
ABGD, il suo angoloide è P.ABGD, il 
suo vertice è P, il suo piano base è ti, 
le sue rette sono FA, PB, PC, PD, AB, 
BC, CD, DA, i suoi piani sono rt e PAB, 
PBC, PCD, PDA, i suoi spigoli laterali 
sono i segmenti PA, PB, PC, PD, gli altri spigoli sono i seg- 
menti AB, BC, CD, DA. 

Evidentemente gli spigoli latei'ali sono in numero uguale a 
quello dei vertici del poligono, o degli spigoli dell'angoloide, 
che determina la piramide. 

Un tetraedro è una piramide triangolare necessariamente 
convessa: ha quattro altezze, poiché ciascuno dei suoi piani 
può considerarsi come base. 

1.93 Definizioni. — 1' Una piramide si dice convessa o concava^ 
Hecondoclie tutti i -.uoi vertici giacciono o no da uno stesso lato rispetto 
ad uno qualunque dei suoi piani. 

Se una puamide è convessa o concava, è convesso o concavo 
il suo poligono e il suo angoloide, e viceversa. Lo stesso dicasi 
per ima delle sue sezioni. 

2» Una piramide si dice intrecciata^ se è intrecciato il suo poligono 
ed il 3U0 angoloide. 

Una piramide intrecciata è concava. 

3= La superficie del poligono di una piramide, non intrecciala, e 
le superficie dei triangoli i cui vertici sono quello delia piramide e due 
consecutivi del suo poligono, si dicono facce della piramide, la prima si 
distingue chiamandola base., e le altre chiamandole facce laterali. 

4» La superficie di una piramide, non intrecciata, è quella formata 
da tntte le sue facce; la sua superficie laterale è quella formata dalle 
facce laterali. 

*»*. La superfìcie di una piramide, non intrecciala, è 
chiusa e divide lo spazio in due parti, una fluita e l'altra 
indefinita. 
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Definizione. — Un punto si dìoe intemo, o est^tìo, ad ima piramide, 
non intrecciata, se giace nella parte Snita, o nella parte indefinita, stac- 
cate nello spazio dalla sua superfloie. 

195' Definizioni, — i"- I piani di diie fòcce di una piramide con- 
vessa, tali che si taglino secondo una delle sue rette, formano ijuattro 
dtadri, imo dei quali contiene tutti i punti interni alla piramide e si dice 
diedro interno, o più semplicemente uno dei suoi diedri. 

2* I tre piani di una piramide convessa passanti por nn vertice 
del suo poligono, determinano otto triedri, uno dei quali contiene tutti i 
pmiti interni alla piramide e si dice triedro interno, o più semplicemente 
uno dei suoi triedri. 



I diedri di una piramide convessa sono in numero uguale 
a due volte quello dei vertici della base, i suoi triedri sono 
in numero uguale a quello dei vertici della base. 

196. Teorema 1° — Due piramidi qualunque sono 
uguali, quando sono uguali i loro angoloidi e i loro 
spigoli laterali corrispondenti. 



Siano P.ABGD e P'.i'B'C'D' due piramidi: supponiamo uguali 
i loro angoloidi P.ABCD, P'.A.'B'G'D', ed uguali i loro spigoli 
late]:ali, cioè PA^P'A', PBsP'B', PGsFC, PD = P'D'. Fa- 
cendo coincidere i due angoloidi uguali, il punto P' cade in P, 




e le parti dì retta P'A', P'B', P'C, P'0' cadono sulle altre 
PA, PB, PC, PD; ma gli spigoli sono per ipotesi uguali, dunque 
i punti A', B', GV D' cadono sui punti A, B, G, D, e le due 
piramidi coincidono, dunque P.ABCD = P'.A'B'C'D'. 
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Teorema 2° — Due piramidi convesse sono 
uguali, se sono uguali i loro poligoni, due triedri 
corrispondenti e gli spigoli laterali che hanno un 
estremo nei loro vertici. 

Siano P.ABGD, _P^.A'B'C'^ le due piramidi, sia 
ABGD = A.'B'C'D' e A.PBD = A'.P'B'iy , APsA'P'. Facendo 
coincidere i due triedri uguali, coincidono i poligoni delle 
due piramidi, e coincidono naturalmente i loro vertici P, P', 
dunque P.ABCD = P'.A'B'C'D'. 



2. I prismi. — 1 pa/rallel&iiipedi. 



19?. E chiaro che, dato in un piano n un poligono qua- 
lunque AiB,CjDj, è sempre possibile costruire in un piano 
parallelo tt^ un altro poligono uguale AjBjC^I)^, in modo che 
i lati corrispondenti dei due poligoni siano paralleli ; infatti 
basta prendere ad arbitrio su n^ il punto A^, per esso condurre 
un semento A^B, uguale e parallelo ad A-,B, e diretto nello 
stesso senso, poi per B^ condurre un segmento B^G^ pure 
i^uale e parallelo a B,G^ e diretto nello st^so senso, e final- 
mente per Gj condurre un segmento CaD^ pure uguale e pa- 
rallelo a CjD^ e diretto nello stesso senso. 

Definizioni. — i» Un prisma è la figura fondamentale determinata 
da due poligoni piani uguali, i cui lati corrispoadenti sono paralleli. 

Il prisma individuato dai poligoni A,B,C,Dj ed A^B^CjD^ si 
può indicare con A,B,GiI>, . A^B^CjD^. 

3^ I poUgoni di un prisma sono i due poligoni uguali, e disposti 
nel modo detto, che lo determinano : ì loro piani sono i piani base del 
prisma. 

3* I vertici dì un prisma sono i vertici dei suoi poligoni. 

4» Le rette di un prisma sono le rette dei suoi due poligoni e le 
rette che uniscono i loro vertici corrispondenti; ìpiani di un prisma sono 
i due piani hase ed i piani delle rette corrispondenti dei suoi poligoni. 
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— 159 — 
I poìigoai del prisma AiB,G,Di . AjE^CjD, sono i quadrangoli 
uguali AiBiCiDi ed AjBjGjDj, i loro 
piani sono i piani base del prisma, i cui 
vertici sono i punti Aj, B„ G^, Dj, A^, 
Bj, Ca, D^, le cui rette sono A,Bi, Bfi^, 
GjD,, D,Ai, AjBj, BjCj, C^D^ , B^A,, 
AjAb, B,B5, GjCs, DJ),, ed i cui piani 
sono i due piani base e gli altri 
delie parallele A,B„ A^B,; BA. B^C,; 



IftS- Definizione. — Gli spigoli di un prisma sono i lati dei suoi 
poligoni ed i segmenti che hanno per estremi due del loro vertici cor- 
rispondenti: questi ultimi si distinguono dicendoli laterali. 

Gli Spigoli laterali del prisma considerato sono i segmenti 
A^A„ B,Bj, CjGj, DjDj, gli altri spigoli sono i segmenti A^Bj, 
B^C^, CjD„ D,A„ AjBj, B^G,, C^D^, D^A^, due a due uguali e 
paralleli per costruzione. 

Teorema. — Gli spigoli laterali di un prisma 
sono tutti uguali e paralleli fra loro. 

Siano A, Ag , B, B^ due spigoli laterali di un prisma 
AjB^G,!), . AjBjCgDj. Il quadrangolo convesso AjBjBjAj è un 
parallelogrammo, essendo uguali e paralleli i due lati opposti 
(145, C. 2°) A,B„ A2B5, dunque anche gli altri due lati opposti 
AjAj, BjBj sono uguali e paralleli. Analogamente si vede che 
sono uguali e paralleli gli spigoli delle altre coppie analoghe, 
quindi il teorema è dimostrato. 

Corollario. — Gi^cuno dei piani di un prisma, eccettuati 
i piani base, contiene quattro vertici, che sono ì vertici di 
un parallelogrammo. 

199. Definizioni, — 1= Un prisma si dice triangolare, quadrane 
golare, , secondochè ciascuno del suoi poligoni è un triangolo, un qua- 



2» h'altexxa di un prisma è !a distanaa dei due piani baBe. 
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3* Un priama si dice retto, se aiaacuno dei suoi spigoli laterali, e 
quindi ciascuno dei suoi piani che determinano, è pei'pendicolare ai piani 



Se nn prisma è retto, ciascuno dei suoi piani, eccettuati i 
piani iaso, contiene qiiattro vertici che sono i vertici di un 
rettangolo (198, C). 

i"- he diagonali di \in prisma sono i segmenti disi hanno per 
estremi due vertici non situati sopra uno stesso piano del prisma.; '\ piani 
diagonali sono quelli che contangono due spigoli laterali non situati sopra 
uno stesso piano del ppLama. 

Ogni vertice è estremo di tante diagonali quanti sono ì 
vertici sopra un piano base meno tre, ogni diagonale è daia 
da due vertici, quindi il numero dello diagonali si trova mol- 
tiplicando il numero dei vertici, che sono sopra un piano base, 
per lo stesso numero diminuito di tre. Un prisma tria^igolare 
non ba diE^onali, un prisma quadrangolare ne ba 4X1 = 4, 
un prisma pentagonale ne ba 5X 2 = 10, 

%00' Definizioni. — 1' TJn prisma si dico convessa o concaiio, 
secondochò tutti i suoi vertici giacciono o no da uno atesso lato rispetto 
ad uno qualunque dei suoi piani. 

Se un prisma è convesso o concavo i suoi poligoni sono 
p ire conve s o concav e v ceve sa 



Luiidpog up le 

pefledepaall aia uti gatr ard pnsn di- 

n uè /■ p du d n^ n and b altre 
chiamandole facce laterali. 

4' La superficie di un prisma, non intrecciato, è quella formata 

da tutte le sue fecce; la sua superficie laterale è quella formata dalle 
facce laterali. 

sol. Definizioni — 1* Si dice sexione di im prisma il poligono 
ottenuto segando con un piano tutti i suoi spigoli laterali. 
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Se il prisma è convesso o coneavo, ogni sua sezione è un 
poligono convesso o concavo, e viceversa, 

2* Una sezione di un prisma è normale ovvep 
il piano segante è perpendicolare o no a tutti gli \ 

Teorema. — Le sezioni di un prisma, ottenute 
con piani paralleli, sono poligoni uguali. 

Sia AjBiCiD, . AjBaCjDj il prisma, e siano ABGD, A-'B'G'D' 
due sezioni fatte da piani paralleli n, ti'. I lati delle coppie 
AB, A'B' ; BC, B'C ; CD, C'B' ; DA, D'A' ^ 

sono paralleli, perchè segati da uno yt — -f. 

stesso piano sopra piani paralleli ti, ti', 4/(l. /V* 

dunque ì quadrangoli ABB'A', BGG'B', ^/--T^^Z / ' 

GDD'C, DAATV sono parallelogrammi, .ljM'-'-T\f 

e perciò AB ~ A'B', BC = B'C, CD = C'D', '^/>0\ / 

DA = D'A', ovvero sono perciò uguali i //*^~h>\(^' 

lati corrispondenti delle due sezioni, ma i____V 
di più sono uguali anche gli angoli ^^ ' 

corrispondenti, come per esempio A.BD, A'.B'D', perchè sezioni 
di uno stesso diedro fette da piani paralleli (49, C), dunque 
ABGD - A:B'G'D'. 

Corollari — 1° Sono uguali tutte le "iezioni normali <\\ 
uio stesso pi sma 

"> Le sezi 1 fatte co piani \ arali li i e 

ugual 1 pollaci del piisma 

«016 Lt s ( erfìcie di un prisma non mtrecciato ^cht sa 
e li J lo bì az o n d ic parti una finita e l alt a ndefl ta 

Definizione — Un punto d ^ temo a esten o ad un p ^ma 
on ec a se g ace nel! par e fin ta o nella pai te defi ta sta 
a a n Ilo pa o d lia a a supe fi e 

SD3 Deflmaioni — li] de la e i rtaoe, 

he la a o je stetAO 1 u ano q a o d ed no e q i 

ont ene t tt [ut ntem al p s a de d edro e no o i i 
empboemente uno de a o d d 
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2» 1 tre piani di un prisma convesso, che passano per uno stesso 
vertice, formaBO otto triedri, uno dei quali contiene tutti i punti interni 
al prisma e si dice triedro interno, o più semplicemente uno dei Bwoi 

I diedri di un prisma convesso sono in numero uguale a 
tre volte ijuello dei vertici di una base. I suoi triedri sono in 
numero uguale a due volte qiiello dei vertici di una base. 

»o4. Teorema. — Due prismi convessi sono 
uguali, se hanno uguali i loro poligoni ed i loro 
spigoli laterali, e se .un triedro del primo é uguale 
al triedro corrispondente del secondo. 

I due prismi dati siano 

A^BiGiDi . A^EgC^D, , A'^B'^C'iD'i . A'aB'gC'jD'j , 
di più sia A.tBfiJ), = A.\B\C'^D\, A,.:^,Di = A'^-B'^A^IV, e 
AjAj = A'^A'jj. Posto ciò naturalmente saranno uguali anche i 
due polìgoni rimanenti, e tutti gli spigoii laterali del primo 
prisma saranno uguali a quelli del secondo (198, T.). Facendo 
coincidere i due triedri uguali, il pol^ono A\B\G'p'i coincide 




coU'uguale A^B^G^D,, lo sp^olo A'^A'^ coincide con lo spigolo 
AjAj, e A'e con A^, quindi è subito veduto che anche A'jB'jC'jiyg 
coincide con A^BjGjDj, dunque i due prismi sono uguali. 

Corollario. — Due prismi retti sono uguali, se hanno 
uguali ì loro poligoni e le loro altezze. 

305. Deflnìrfonì. ~ 1" 1 piani opposti di nn prisma quadrangolare 
sono i due piani base, e quelli che contengono due lati corrispondenti dei 
suoi due quadrangoli ed i due lati opposti. 
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3» La, facce opposte di un prisma ijuadrangolare oonv^ao sono 
quelle situate sopra piani opposti. I vertici, gli spigoli, i diedri ed i triedri 
opposti^ sono quelli determinati da piani opposti, 

3» Un parallelepipedo è un prisma !e cui basi sono parallelogrammi. 



«oe. Teorema V — Le facce opposte di un pa- 
rallelepipedo sono uguali, ed i piani opposti sono 
paralleli . 

Che le basi k.^ B^ C^ D^ , A^ B^G^ D^ del parallelepipedo 
AiBiCiDj-AjBjCjDj siano uguali e situate in piani paralleli, risulta 
subito dalla costruzione stessa del parallelepìpedo, considerato 
come un prisma ; ma anche le altre due coppie di facce opposte 
sono uguali e situate in piani parai- ^ ^ ^ 

leli. Infatti considerando, per esempio, /, V /^ ' 

le facce opposte A^B^B^Aj, C,D^D,C, _] / "\ V\^ / \ 
abbiamo AiBi = DiGi, perchè lati op- '\ \ \ \ \ \ 
posti di uno stesso parallelogrammo, \ ^■■■•■■■•^.■■\\^----y i 

e per la stessa ragione k^k^ = I>iì>s, \/ A,A/ 

ma A,B, è un segmento parallelo a ^- ^ "' 

Ufi^ e diretto nello stesso senso, ed A^A^ è un segmento pa- 
rallelo a D,Dj e pure diretto nello stesso senso, dunque il 
piano della faccia A^BiB^Aj è parallelo al piano della faccia 
G,I),DA (47^ C. l'j^ed abbiamo A.B^BjAj^GjDiDjCj, 
essendo A^A^Bj ^ D^-D^Gj (48, G. i»), ed essendo uguali due 
parallelogrammi che hanno nguaU due lati e l'angolo com- 
preso (148, G. 1°). 

Corollari. — i" Un parallelepipedo si può considerare in 
tre modi diversi come un prisma, prendendo per basi due 
facce opposte. 
Dn parallelepipedo po^iede tre altezze. 

2° Ogni sezione di nn parallelepipedo è un parallelogrammo. 

Infetti, se una seziono è il quadrangolo ABGD, le coppie di 

Iati opposti AB, CD; BC, DA sono parallele, essendo segate 

da uno stesso piano in piani paralleli, (juindi ABGD è un 

p ar allelogrammo . 
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Teorema 2° — Un prisma quadrangolare è un 
parallelepipedo, se i suoi piani opposti sono paralleli. 

Se i piani opposti del prisma quadrangolare A^BiG^Dj-AsBaCsDa 
sono paralleli, vengono segati da ciascuno dei piani base se- 
condo rette parallele, quindi A,Bi, G,D, sono parallele e sono 
parallele Bfi^, D^A^, perciò AiB,GìDì è un parallelogrammo, 
e il prisma è un parallelepipedo. 

Teorema 3° — Un prisma quadrangolare con- 
vesso è un parallelepipedo, se le sue facce opposte 
sono uguali. 

Supponendo uguali le fecce opposte del prisma quadrangolare 
convesso AiB,C,Di . AjE^CsD^ abbiamo A,Bi=C,D^, B,G,=]),Ai, 
quindi AiB(G,Dj è un quadrangolo convesso i cui lati opposti 
sono uguali, cesia un parallelogrammo (145, T, 3°), e il prisma 
è un parallelepipedo. 

«o*. Teorema 1° — I diedri opposti di un pa- 
rallelepipedo sono uguali ; ogni triedro è uguale 
all'opposto al vertice dell'opposto. 

In un parallelepipedo A,B,G,Di . A^B^G^D^ due diedri opposti, 
per esempio quelli che hanno le rette A^Aj, C,Cs come spigoli, 
sono uguali perchè le fecce di ciascuno sono parallele alle fecce 
dell'altro o dirette in senso opposto ad esse (48, G. 2°). Due 
triedri opposti, come per esempio A,.B|DjAj e Gj.DjBaCi, hanno 
i diedri uguali, poiché quelli di ciascuno sono opposti a quelli 
dell'altro, e ciascimo è uguale all'opposto al vertice dell'altro 
(167), non essendo i diedri uguali similmente disposti. 

Teorema 2° — Dato un prisma quadrangolare 
convesso, se due diedri, i cui spigoli sono rette 
consecutive di una delle basi, sono uguali ai due 
diedri opposti, ogni altro diedro è uguale all'opposto, 
e il prisma è un parallelepipedo. 
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— 165 — 
Dato il prisma quadrai^olare convesso A,E,GjD,. kJìfi^T)^, 
se sono uguali i dieflri opposti i cui spigoli sono le rette AjE^, 
CjjDj, e quelli opposti i cui spigoli sono le rette A^D^, GjBj, es- 
sendo il piano base A^B^C^D^ parallelo all'altro piano base 
AjBsCjDj, deve essere il piano A,B^BjAj parallelo al piano 
CiDjDjCj, e il piano AiD,DjAj parallelo al piano opposto B^CjCjBj, 
ijuiadi il prisma deve essere un parallelepipedo (206, T. 2"), ed 
c^ni altro diedro deve essere uguale al suo opposto (207, T. 1°). 

Teorema 3° — Dato un prisma quadrangolare 
convesso, sé un triedro è uguale all'opposto ai vertice 
dell'opposto, lo stesso avviene per ogni altro triedro, 
ed il prisma è un parallelepipedo. 

Se nel prisma quadrangolare convesso AjBjCiDj. As^^^^j 
il triedro A^.B,DjA2 è uguale all'opposto al vertice di Cj.DaBjGi, 
i diedri di ciascuno devono essere uguali ai corrispondenti 
dell'altro, devono cioè esaere uguali i diedri opposti del prisma, 
e il prisma deve e^ere un parallelepipedo (307, T, 2°), quindi 
ogni altro triedro deve essere uguale all'opposto al vertice 
dell'opposto (207, T.l"). 

»o8. Teorema 1° — Le diagonali di un paralle- 
lepipedo s'incontrano in un punto, che le divide per 
metà. 

Considenaiao duL yualunquc V L V G delle diagonali del 
paralielepipedo A,B,CiD A^B Dj Lbst'iido i egmentj \,A 
C^Cj uguali ti paialleli ne se^e che il quadrangolo \,A L^C., 
è un paiaUelogiammo ed i segmenti ^^ ^ 

A,G, AjGi essendo le «jue diagonali 
si devono incontrale in un punto O 
medio pei ambedue (146 1 1°) Rrati 
così dimo^tiato che uni diit,onal( 
qualunque deve e^eie incontrata nel 
suo punto medio da un altra diago- ^' "' 

naie qualunque, quindi tutte e quattro A,Cs, AjC^, B^D,, BjD, 
devono passare per uno stesso punto 0, che le divide tutte per 
metà. 
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Teorema 3" — Se tre diagonali di un prisma 
convesso quadrangolare sono divise per metà da uno 
stesso punto, anche la quarta è divisa per metà da 
questo punto, e il prisma è un parallelepipedo. 

Nel prisma quadrangolare A,BiGjDj, A-jBaCjDj sia il punto 
medio delle tre diagonali A^Cj, B^Dj, C^Aj. Il quadrangolo 
convesso AiBjGjDj è un parallelogrammo, perchè il punto 
comune alle sue diagonali le divide per metà (146, T. 2"), 
dunque AjBi è parallela a CjD,; ma G^Dj è parallela per co- 
struzione a GJ)i, dunque AjE^, G^D^ sono parallele. Analoga- 
mente si dimostra che anche il quadrangolo convesso B^GiDjAj 
è un parallelogrammo, e che B^Ci è parallela ad A^D^, dunque 
il quadrangolo AjE^G^Dj è un parallelogrammo, essendo paral- 
leli i suoi lati opposti, ed il prisma è un parallelepipedo. Ne 
segue subito che anche la quarta diagonale D^B^ è <Kvisa per 
metà dal punto (SOS, T. 1"). 

ao9. Teorema. — Un parallelepipedo ha per 
centro il punto comune alle sue diagonali. 

Se è il punto comune alle diagonali del parallelepipedo 
AjB^C,Di .AjBjC^D,, e se E è un punto del piano dì AiB,GiDi, 
la retta OB incontra il piano opposto in un punto F. Ora le rette 
EC^, FAj sono parallele, essendo segate da un stesso piano sopra 
due piani paralleli del parallelepipedo, dunque Gj.OE = Aj.OF; 
ma abbiamo anche O.EC, = O-FA^, OG^s OA^ (208, T. i"), perciò 
i triangoli OEG^, OFA^ sono uguali, e OB sOF, dunque E, F 
sono simmetrici rispetto ad 0, che è centro del parallelepipedo. 

aio. Corollario. — 1" Due parallelepipedi sono uguali, 
se hanno uguale un triedro ed i tre spigoli corrispondenti 
concorrenti nel suo vertice (204, T.). 

Problema. — Gostruire un parallelepipedo, che abbia un 
triedro uguale ad un triedro dato, ed i tre spigoli concorrenti 
nel suo vertice uguali a tre segmenti dati. 

Sugli spigoli del triedro dato prendiamo rispettivamente i 
tre segmenti A^Aj, A^Bj, A.J)^ uguali ai tre segmenti dati, poi 
dai punti Aj, B[, D, conduciamo i piani paralleli ai piani BiA^D;, 
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, A^-A^Dj sono retti 



D^AjAj, AjAiB^ ; evidentemente questi tre piani, e ì tre del 
triedro preso, sono i piani del parallelepipedo cercato, che 
rimane cod costruito. 

Possiamo sempre supporre: i" che uno spigolo A^Aj del 
triedro AjAjB^Di sia perpendicolare ^l^piano della faccia op- 
posta Ai.B,Di, 2° che il triedro Aj-A^iD^ sia equiedro ret- 
tangolo (170, D. 2*), 3° che i tre spigoli A,As, A^B^, kj)i siano 
uguali, 4° che siano uguali cpiesti tre spigoli e che sia eqiiiedro 
rettangolo il triedro dato. ___^ 

Corollari. — 2° Se gli angoli A^-AjE 
il parallelepipedo è retto (199, D. 3"), 
ed i paraUelogrammi A, Aj D^ D, , 
DiDgC^C^, GjCjBjB^, BjBjAjAj sono 
rettangoli. 

^' Se i tre angoli A^-X^B^, A^AJ^^, 
Ai.B,D, sono retti, anche ì parallelo- 
grammi AjEjGiD,, AjBjCjDj sono Tet- 
taiuoli, e tutti i diedri del parallele- 
pipedo sono retti. 

4° Se AjAj = AjB, ^ A^Dj sono 
uguali tutti gli spigoli del parallele- 
pipedo , ed ogni parallelogrammo e, 
situato in uno dei suoi piani è un 
romho. 

5" Se contemporaneamente sono 
rettì^gli angoH Ai'A^Bj, A^A^Di, 
Ai.BjD„ e se A^A, = A,B, = A,»,, 
tutti gli spigoli del parallelepipedo 
sono uguali, tutti i diedri sono retti, 
e sopra ogni suo piano aMiiarao un 
quadrato. 
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2' Un parallelepipedo si dice e 



5 ha tutti gli spigoli 



3" Un ouhù è un parallelepipedo ohe lia tutti i diedri retti e t 
i spigoli uguali; cioè un paTallelepipedo rettangolo ed equùpigolo. 

SII. Corollari. — ■ 1° Due parallelepipedi retti sono uguali, 
'i hanno uguali le hasi e le altezze. 
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2* Due parallelepipedi rettangoli sono uguali, se hanno 
uguali tre spigoli concorrenti in uno stesso vertice. 

3° Due parallelepipedi equispigoli sono uguali, se hanno 
uguali un lato ed un triedro. 

4° Due cubi sono uguali, se hanno un lato i^ale. 

5° La risoluzione del problema precedente (210, Pr.), for- 
nisce immediatamente la risoluzione dei seguenti: costruire 
un parallelepipedo retto la cui base sia uguale ad un paralle- 
logrammo dato, e l'altezza sia i^ale ad un segmento dato: 
costruire un parallelepipedo rettangolo, che abbia tre spigoli 
concorrenti in uno stesso vertice uguali a tre segmenti dati : 
costruire un parallelepipedo equispigolo, che abbia gli spigoli 
uguali ad un segmento dato, ed un triedro uguale ad un triedro 
dato: costruire un cubo, che abbia gli sp^oli uguaU ad un 
semento dato. 

Per brevità chiameremo paraUel&p^edo rettangolo di tre 
segm&nU daU, quello che ha tre spigoli concorrenti in uno 
stesso vertice uguali ad essi, e ct<6o di un segmento dato, 
qiiello che ha gli spigoli uguali ad esso. 

aia. Teorema 1° — Le diagonali di un paralle- 
lepipedo retto si dividono in due coppie, essendo 
uguali fra loro quelle di una stessa coppia. 

Sìa AiBjC,Di . AjBjGjDj il parallelepipedo retto, e siano A^A^, 
B,B3, GjCg, DjDj gli spigoh perpendicolari 
ai piani delle fecce A^B.G.D, e A^B^G^D^. 
n parallelc^ammo A^AsCgCj è un rettan- 
golo, quindi le diagonali AjG,, AjC^ sono 
uguali fra loro (150, T.). Analogamente si 
/i^ji ,^j, vede che è un rettangolo anche il paral- 
éi--"\ / lelogrammo B^B^D^D^, e che perciò anche 

^1 e, lo diagonali B^Dj, DjBg sono fra loro uguali. 

Teorema 2° — Un parallelepipedo è retto, se le 
sue (liagonali sì dividono in due coppie, essendo 
uguali fra loro quelle di una stessa coppia. 
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....^.j.-,„oA,B,C,D,.AjB,C3D5SÌ ha Afi^^C^A^ 
e jjj^a = uji^i, i parallelogrammi A,C^CsA^ BiD^D^B, sono refc- 
tangoli (150, T. 1°), quindi A^A, è perpendicolare alla retta A^C, 
e B^Bj è perpendicolare alla retta B,Dj ; ma A^Aj è parallela 
a B^Bj dunque AjAj è perpendicolare ad A,Gj e'BjD,, cioè al 
loro plano A,B,CiDi, ed il parallelepipedo è rotto. 



31S. Teorema 1° — Le diagonali di un paralle- 
lepipedo rettangolo sono tutte uguali. 

Se il parallelepipedo AjBjGiD, . AaBgCjDj è rettangolo due 
diagonali qualunque AjCj, C^A^ sono uguali fra loro, essendo 
un rettangolo il parallelogrammo AiGjCsAa, dunque 

A^C^ = A3C, = B.D^ = B3D,. 

Teorema 2° — Un parallelepipedo è rettangolo, 
se le sue diagonali sono tutte uguali. 

Se tutte le diagonali del parallelepipedo AjBiCjDj.AjBjCgD, 
sono uguali, uno qualunque dei parallelc^ammi A.CiC^Ag, che 
hanno per lati due spìgoli opposti AjA,, C,Cj, è un rettangolo, 
e perciò è rettangolo il parallelepipedo. 



3. X poliedri in generale. 



314. I vertici di una piramide di un prisma, situati sopra 
uno dei loro piani, determinano un poligono, abbiamo così tanti 
poUgoni, quanti sono i piani della piramide o del prisma. Tutti 
questi poligoni sono dispetti in modo che ognuno dei loro lati 
appartiene a due di essi, questa proprietà, che costituisce un 
carattere comune alle ultime ligure fondamentali che abbiamo 
studiate, compete anche ad altre. 
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Definizioni. — 1" Dirsmo poliedro ogni figura fondamentale composta 
di poligoni situati in piani diverà, e disposti in modo ohe ognuno dei 
lati sia comune a due di essi. 

Le piramidi ed i prismi sono poliedri. 

2' 1 poligoni di un poliedro sono quelli che lo determinano. 
3^ Le rette, i piani, i vertici, gli spigoli, di un poliedro sono Se 
rette, i piani, i vertici, e i lati dei suol poligoni. 

Ogni vertice fe comune almeno a tre piani del poliedro. 
Il poliedro più semplice è il tetraedro, non vi sono altri 
poliedri che abbiano solamente quattro piani. 

4» Un poliedro che ha 4, 5, 6, 8, 12, 20,... piani, si dice tet'raedro, 
pentaedro, esaedro, ottaedro, dodecaedro, icosaedro, 

Un parallelepipedo è, per esempio, un esaedro. 

5' Le diagonali di un poliedro sono i segmenti che hanno per 
estremi due vertici, non dtuati sopra ano stesso suo .piano. 

Un poliedro si può indicare colle lettere che indicano i suoi 
vertici. 

Se due poliedri sono formati da uno stesso numero di poli- 
goni, può darsi che i loro elementi si possano fare corrispon- 
dere in modo che ogni poligono di uno sia corrispondente ad 
un poligono dell'altro (140); allora sono corrispondenti i piani 
dei poligoni corrispondenti, gli spigoli che sono lati comuni a 
poligoni corrispondenti, le rette ed i vertici che sono rette e 
vertici di poligoni corrispondenti. Parlando di possibile corri- 
spondenza tra gii elementi di due poliedri, dotati di uno stesso 
numero di facce, intenderemo sempre che sìa stabihta in 
questo modo. 



S15. Definizioni. — 1^ Un poliedro i 
dochè tutti i suoi vertici giacciono o no da uno stesso lato, rispetto ad 
uno qualunque dei suoi piani. 

Naturalmente i polloni di un poliedro convesso devono 
essere convessi, perchè se uno avesse vertici situati in parti 
Opposte rispetto ad una delle sue rette, questi vertici sarebbero 
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vertici del poliedro situati in parti opposte rispetto ad uno dei 
suoi piani, quello che sega il piano del poligono secondo la 
detta retta. 

.e almeno imo dei suoi poligoni 



Un poliedro intrecciato è concavo. 

3" Le superficie dei poligoni di un poliedro, non intracciato, si 
dicono le sue facce. 

4» La superficie di un, poliedro^ non intrecciato, è quella formata 
dalle sue facce. 



Teorema. — Una retta non può incontrare in 
più di due punti la superficie di un poliedro con- 



ia dimostrazione di questo teorema si può condurre come 
quella del teorema analt^o dimostrato per i poligoni con- 
vessi (135, T.), e per gli ai^oloidi convessi (175, T.). 



S16. La superficie di un poliedro, non intrecciato, è 
chiusa e divide lo spazio in due parti, una finita e l'altra 
indefinita. 

Definizioni. — 1" Un punto si dice interno, o esterno, ad un poliedi'o 
non intrecciato, se giace neUa parte finita, o nella parte indefinita, stac- 
cata nello spazio dalla sua superficie. 

2^ La parte finita staccata dalla superficie di un poliedro, non in- 
trecciato, nello spazio, si dice solido del poliedro, o più aempliceniente 
poliedro, quando non vi sia timore di equivoci. 

Corollario. — La superficie di un poliedro, non intrec- 
ciato, è segata almeno in due punti da c^ni retta clie ha un 
punto interno ad esso. 

La dimostrazione si può condurre come quella della pro- 
prietà analoga relativa ai poligoni non intrecciati (136, C). 
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IBl'S. Deflnìsioni. — 1' Due piani di un poliedro convesso, i qaali 
si seghino secondo una delle sue rette, fomiano quattro diedri, uno dei 
quali contiene tutti i punti interni al poliedro, e si dice diedro mtemo, 
o più semplicemente uno dei suoi diedri. 

8» I piani di un poliedro convesso, che passano per uno stesso ver- 
tice, si seguono in un ordine determinato, in modo che due consecutivi 
abbiano comune uno stesso spigolo, quindi formano due angoloidi opposti 
al vertice, uno dei quali contiene tutti i punti interni al poliedro, e si 
dice angohide interno, o più semplicemente uno dei suoi angoloidi. 

Il numero dei diedri di un poliedro è uguale a guello degli 
spigoli, e il numero dei suoi angoloidi è uguale a quello dei 
vertici. 

Se possiamo far corrispondere gli elementi di due poliedri 
convessi (S14), sono corrispondenti i diedri i cui spigoli sono 
rette corrispondenti, e gli angoloidi i cui vertici sono vertici 
corrispondenti dei due poliedri. 



«*8. Teorema 1° — Dato un poliedro qualunque, 
il numero dei suoi piani, più il numero dei vertici, 
meno il numero degli spigoli, è uguale a due. 

Immaginiamo un poliedro qualunque, e togliamo successi- 
vamente ciascuno dei suoi piani. È chiaro che toglieremo uno 
spigolo quando avremo tolto i due piani che lo contengono, e 
tc^lieremo un vertice quando avremo tolto tutti i piani che 
lo contengono. Tolto un piano del poliedro, rimane una figura 
che ha un piano di meno, lo stosso numero di vertici e di 
sp^oli; togliendo ancora un altro piano, il numero dei vertici 
rimane lo stesso, quello degli spigoli diminuisce di uno, quindi 
diminuisce ugualmente la somma del numero dei piani e dei 
vertici e il numero degli spigoli; togliendo un altro piano, se 

il suo poligono ha 1, 2, 3, 4, lati comuni coi poligoni dei 

due piani già tolti, ha con essi comuni 0, 1, 2, 3,.... vertici, 
quindi il numero dei piani diminuisce ancora di i, quello dei 

vertici di 0, i, 2, 3 , quello degli spigoli di 1, 3, 3, 4 , ed 

anche in questo caso la diminuzione della somma del numero 
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dei piani e dei vertici è uguale alla dimlinizione del numero 
d^li spigoli. Proseguendo a togliere sucoesàvamente altri 
piani, si vede clie sempre la somma del numero dei piani e 
dei vertici diminuisce come il numero degli spigoli, e quindi 
la difTerenza di qiiesti numeri è sempre la st-essa. Sappiamo 
poi che questa differenza appena tolto il primo piano era uguale 
alla somma del numero dei piani del poliedro e del numero 
dei vertici meno uno, meno il numero degli spigoli, ed arrivati 
ad un solo piano la differenza stessa è uno, perchè si ha un 
piano 6 lo stesso numero di vertici e dì spigoli, che sono i 
vertici e gU spigoU del pollone situato in quel piano, dunque 
il numero dei piani, più quello dei vertici, meno uno, meno 
il numero degli spigoli, è uguale ad uno, ossia il numero dei 
piani più il numero dei vertici, meno il numero degli spigoli, 
è sempre uguale a duo. 



Teorema 3° — La somma degli angoli dei poli- 
goni di un poliedro convesso, è uguale a tante volte 
quattro angoli retti, quanti sono i vertici del poliedro 
meno dae. 



La somma degli angoli di ciascun pohgono di un dato po- 
liedro è tante volte due angoli retU quanti sono i lati meno 
due (139, T. 1°), quindi la somma degli angoli di tutti i poli- 
goni del poliedro, che sono tanti quanti sono i suoi piani, è 
tante volte due retti quanti sono tutti i lati dei poligoni meno 
due volte il numero dei piani del poliedro; ora ogni lato di 
un pollone è uno spigolo del poliedro, ma essendo comune 
a due pohgoni il numero di tutti i lali dei poligoni è due volte 
il numero d^li spigoli, perciò la somma degli angoli di tutti 
i poligoni si trova moltiplicando due retti per Q doppio del 
numero degli spigoli, meno il doppio del numero dei piani del 
poliedro. Dal teoroma precedente si deduce che il numero 
degli spigoli, meno il numero dei piani del poliedro, è uguale 
al numero dei vertici meno due, dunque ia somma cercata è 
tante volte quattro retti, quanti sono i vertici meno due. 
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%19- Definizioni- — 1' Ciascvmo dei due poliedri in cui viene se- 
gato un prisma dal piano di una sua sezione, si dice tronco di prisma. 

2» Il piano della sezione, ohe determina un tronco di prisma, taglia 
da ciascuna faccia laterale del prisma un trapezio, la cui superficie si 
dice faceta laterale; le riroanenti due facce sono !e basi del tronco. 

3" Il piano di una sezione di una piramide la dÌTide in un'altra 
piramide ed in un poliedro, che si dico tronco di pìra/mide. 

4» 11 piano della sezione che determina un tronco di piramide, 
taglia da ciascuna faccia laterale della piramide un quadrangolo, la cui 
superficie si dice faccia laterale, le rimanenti facce sono le basi del tronco. 

5» La superficie laterale di un tronco di prisma, o di piramide, 
è quella formata dalie facce laterali. 
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LIBRO III. 



i CIRCOLI, LE SUPERFICIE CILINDRICHE E CONICHE, LE SFERE 



1. Intersesifme e contatto M wn> circolo 
e di wna, retta. 

a»o. Teorema 1° — Un circolo non ha punti 
comuni con quelle rette del suo piano, che hanno dal 
centro una distanza maggiore del raggio. 

Infatti dato un circolo e, se la clistan;^a 
CA. di una retta r del suo piano dal centro G 
è maggiore del ra^ìo, anche la distanza 
dì un punto (jualunijue B di r dal centro 
è maggiore del ra^io, essendo GB > GA 
(122, T. 1°), per cui tutti i punti di r sono 
esterni al circolo. 

Teorema 2° — Un circolo ha un sol punto comune 
con ciascuna retta del suo piano, che ha dal centro 
una distanza uguale al raggio. 
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Se nel piano di un circolo e la retta r ha una distanza GA. 
dal centro G uguale al raggio, H punto A 
di r è un punto di e, e siccome tutti gli 
altri punti B di /■ sono esterni al circolo, 
perchè essendo GB > GA la loro distanza 
dal centro è martore del ra^io, ne segue 
che r ha comune con e il punto A, ed esso 
solo. 




Teorema 3* — Un circolo ha due soli punti co- 
muni con ciascuna retta del suo piano, che ha dal 
centro una distanza minore del raggio. 

Infatti dato un circolo e, se la distanza CA di una retta r 
del suo piano dal centro C è minore del raggio, il punto A 
è interno al circolo, e quindi la retta r ha 
corouni con esso due punti B, D (189, G. 4°), 
i due soli, perchè da G non si possono 
condurre ad r più di due segmenti GB, 
GD uguali al ra^o(i22, G. 2°). Il teorema 
è vero anche se la retta r passa per il 
centro C di e. 
Corollari. — i" Anche i teoremi inversi sono veri. 
2° Quando in un piano una retta ed un circolo hanno 
due punti comuni, movendoci suUa retta possiamo passare da 
un lato all'altro di uno di essi, passando da un lato all'altro 
del circolo, ed abhiamo espresso questo fetto dicendo : la retta 
ed il circolo si segano nel punto comune (89, G. 4"). Quando 
in un piano un circolo ed una retta hanno un solo punto 
comime, tutti gli altri punti della retta sono estemi rispetto 
al circolo, quindi le due linee nel punto comune s'incontrano 
senza segarsi. 




Definizioni — 1' Due- 
lo incontrano in due punti 
8* Una retto td lui e 
un punto comune, quando i 
che la retta ed il cucolo si 
mafo il punto di cuntatlù 



10 ffgan^i di un ciri,nlo tutte le lette che 

. j3lo di uni stesso piano sono tangenti m 
ra hannD altri punti eomnni &i dico jure 
to ca/io nel punto (.oiiiune, iAia ■nene cliia 
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8S1- Definizioni. — SL dice corda di un circolo ogni 
cui estremi sono due dei suoi punti. 

Evidentemente ogni segante contiene una corda : i diametri 
di un circolo sono corde contenute nelle seganti che passano 
per il centro. 

Tutti i punti di una corda sono interni al cìrcolo (122, C. 3"). 

Teorema. — In un circolo, quel diametro che è 
perpendicolare ad una corda, passa per il suo punto 
medio, e viceversa. 

Se DE è 11 diametro di un circolo e perpendicolare alla 
corda AB nel punto F, essendo GP la di- ^ 

stanza di G da AB, ed essendo GA = GB, dob- 
biamo avere FA = FB (122, T. 2°) ; viceversa 
se FA = FB, essendo CA = GB, deduciamo 
F.AG s F.BC, percbè sono uguali i triangoli 
FAC, FBC, giiindi DE è perpendicolare ad AB. 

Corollario. — Il diametro DE, perpendicolare ad AB, è per- 
pendicolare a tutte le altre corde A^B,, A^Bj,.... parallele ad 
AB, quindi contiene tutU i loro punti medi F,, F^,.,., di più 
ogni punto di DE è medio per una corda parallela ad AB, 
dunijuo : 

Dato un circolo, il luogo dei punti medi di un sistema di 
corde parallele è il diametro ad esse perpendicolare. 

«SS. Teorema 1° — In uno stesso circolo, o in 
circoli uguali, le corde uguali sono ugualmente 
distanti dal centro, e tra due corde disuguali è 
maggiore quella piii vicina al centro; e viceversa. 

Chiamiamo AB, A'B' due corde uguali di due circoli uguali 





chiamiamo CD, CD' le distanze dei centi-i G, C' da 
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queste corde. Easendo AD metà di AB, e A'iy metà di A'B' 
(221, T.), abbiamo AD = A'D' (59, T. 2°), perciò sono uguali i 
triangoli rettangoli AGD, A'G'D' (105, C), e quindi CD = CD'. 
Viceversa, supposto CD s G'D', sono sempre uguali i triangoli 
rettangoli ACD, A'G'D', quindi AD = A'D', e perciò AB s A'B' 
(59, T. 1°). 

Se poi consideriamo, sempre negli stessi circoli uguali, le 
corde AB, A"B" , e supponiamo A"B" > AB, chiamando CD, 
G'D" le loro distanze dai centri G, G', abbiamo A"D" > AD 
(59, T, 2"), quindi i triangoli rettangoli ACD, A"G'D" hanno le 
ipotenuse AG, A"G' uguali, mentre un cateto AD del primo è 
minore del cateto A"D" del secondo, ne segue che per i ri- 
manenti cateti si ha CD > CD" (107, T. 5°), dunque la corda 
maggiore A"B" è più vicina al centro della corda minore A'B'. 
Viceversa, se CD" < CD, i triangoli rettangoli AGD, A"CD" 
hanno le ipotenuse uguali, il cateto CD è maggiore del cateto 
G'D", quindi si ha AD < A"D" (107, T. 5°), per cui AB <A"B" 
(59, T. 1°). 

Teorema 2° — In uno stesso circolo, o in circoli 
uguali, un diametro è maggiore di tutte le altre 
corde. 

Se AB è un diametro di un circolo e di centro C, e se A'B' 
è una corda di un circolo uguale e' di centro C, dal triangolo 




A'B'C si ha A'B' < A'C + G'B' (101 , T.) ; ma A'C = AG, 
CB' = GB ed AC -(- GB s AB, dunque A'B' < AB. 

Osserviamo che quest'ultimo teorema si dedurrebbe dal 
precedente considerando i diametri come le corde più vicine 
al centro. 

SS3- Corollari. — 1° In ogni punto di un circolo vi è una 
tangente, ed una sola. 
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Se P è un punto di un circolo e di centro C, la retta PA, 
perpendicolare al ra^io GP in P e posta 
net piano di e, tocca e in P. Ogni altra 
retta condotta per P nel piano di e ha 
da G una distanza minore di GP, quindi 
è una segante (220, T. 3°). 

2" Le tangenti in due punti opposti 
di un eircoio sono parallele, e viceversa. 

Se PA, P'A' sono tangenti a e nei punti opposti P, P' le due 
rette PA, P'A' sono parallele, perchè stanno in uno stesso 
piano e sono perpendicolari ad una stessa retta PP'. Viceversa, 
se PA, P'A' toccano e in P, P' e sono parallele, i raggi GP, 
GP' devono essere perpendicolari ad esse, perciò GP, CP' 
devono essere due segmenti di imo stesso diametro, e P, P' 
punti opposti di e. 

SS4. Definizione. — Diremo che un circolo è inviluppato da tutto 
le sue tangenti. 

Si può osservare che un circolo è l'inviluppo di tutte le 
lette di uno stesso piano che hanno una data distanza, ra^io 
lei crcob, da uno dei suoi punti, centro del circolo. 11 cir- 
colo u V luppato da tutte queste rette è il luogo delle prole- 
ZIO lei punto fissato, eseguite sulle rette stesse. 



Teorema. — Le corde uguali di uno stesso cìr- 
colo inviluppano un altro circolo ad esso concentrico. 

Se AB = A,B, s A^B, ^ .... sono corde 
di un circolo, e se GP, GP„ GP^,.... sono 
le loro distanze dal centro G, abbiamo 
GF s GF, = GFj,.... (222, T. 1"), quindi 
AB, A,B„ AjBj,.... sono tangenti al cir- 
colo & che è concentrico a e ed ha per 
raggio CF. 




SS5. Teorema. — Due tangenti di un circolo for- 
mano angoli uguali colla corda, che ha per estrerai i 
loro punti di contatto. 
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Le tangenti AD, BE tocchino il circolo e nei punti A, B, 
e sia GP la distanza del centro C dalla 
corda AB. Facendo compiere a e la metà 
di un giro, intomo alla retta CF, si scam- 
biano i due semieircoli tagliati da CP sa e 
(81, C. 1°), ed il punto A viene nel sim- 
metrico B, quindi la tangente AD viene 
a coincidere colla tangente BE, perciò 
A.BD = BAE. 
Definizione. — Possiamo dire che gli (mgoU formati da una segante 

con un circolo sono quelli che la segante forma colla tangente in uno 

dei punti, in cui incontra il circolò. 

Corollari. — 1" Le spanti perpendicolari ad un circolo 
sono tutte quelle che passano per il centro ; per ogni altro 
punto nel piano del circolo ne passa una, ed una sola. 

2" Il minore degli angoli che una segante forma con un 
circolo è il complemento del minore degli angoli che la se- 
gante forma col raggio determinato da uno dei punti in cui 
incontra il circolo. 

^^fetti^i angoli A.GB, B.CA sono i complementi degli angoli 
A3D, B.AE. 

3° Le cordo uguali di circoli uguali, o di uno stesso circolo, 
formano con essi angoli uguali. 

2. Intersesione e contatto di due cwcoli. 

««fi. Per segmenti condotti da un punto ad un cìrcolo 
intenderemo tutti quelli che hanno l'origine nel punto ed il 
termine sul circolo. 
Quando ad un circolo e si conducono i segmenti da un punto 




1 suo piano, che non sia un punto del circolo e non coin,- 
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cida col centro C, ciascuno di essi, PA, ne determina un altro, 
PB, in modo che ambidue sono situati sopra una stessa segante 
di e condotta per P; però, se PD tocca e in D, sulla tangente 
PD vi è un solo segmento PD condotto da P a e. Due segmenti 
come PA, PB formano con e angoli uguali, che sono quelli 
formati da e colla segante AB (225, D.). 

Fra tutti i segmenti condotti a e da P ve ne sono due PM, 
PN, e due soli, perpendicolari al circolo, perchè una sola retta 
PC perpendicolare a e passa per P (325, G. i°): dei segmenti 
perpendicolari, eomiotti da P,uno solo PN comprende il centroC. 

Fra tutti i segmenti condotti ad un circolo da un suo punto 
sopra ogni segante condotta per li punto ve ne è uno solo ; 
uno solo è perpendicolare al circolo, ed è il diametro che ha 
il punto preso come estremo. 

Tutti i segmenti condotti ad nn circolo dal suo contro sono 
uguali e perpendicolari al circolo (225, C. 1°). 

Quando non sia detto esplicitamente, parlando di segmenti 
condotti da un punto ad un circolo, intenderemo sempre che 
il punto non appartenga al circolo, che sia situato nel suo 
piano, e distinto dal centro. 

«a*. Teorema. — Fra i segmenti condotti da un 
punto ad un circolo, quello ad esso perpendicolare 
e che comprende il centro è maggiore di tutti gli 
altri; quello ad esso perpendicolare e che non com- 
prende il centro è minore di tutti gli altri. 

Siano PM, PN i sementi perpendicolari al circolo e e con- 
dotti ad esso da P ; se PN è t 
quello che comprende il 
centro G, e PA è un altro 
semento qualunque con- 
dotto a e da P, abbiamo 
PA < PN, PA > PM. Infatti, 
essendo CN ^ GA, il seg- 
mento PN è la somma dei 
segmenti PC, CA; ma dal 
triangolo PCA si deduce che PA è minore della somma di PC, 
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GA, duniiue PA < PN. Dallo stesso triangolo PCà si deduce 
pure elle PA è madore della differenza di PC, CA, ma, es- 
sendo GM s CA, questa differenza è PM, dunque PA > PM. 

Deflnizionì. — 1^ Fra i segmenti, condotti da un pvmlo ad un cir- 
colo, il massimo è quello perpendicolare a! circolo e che contiene il centro, 
il ininimo è quello perpendicolare al circolo e che non contiene il 
centro. 

2* La distanza di un punto da un circolo 6 il segmento mìnimo, 
ohe si può condurre dal punto al circolo. 

Corollario. — Presi due circoli concentrici, tutti ì punti 
di ciascuno sono equidistanti dall'altro. 

Il luogo dei punti di un piano la cui distanza da un suo 
circolo è uguale ad un semento dato, è costituito da due 
circoli concentrici al circolo dato. 

s»8. Teorema. — Fra i segmenti, condotti da un 
punto ad un circolo, due obliqui sono uguali , se 
hanno i termini equidistanti dal termine del massimo, 
e quindi del minimo, altrimenti è maggiore quello 
il cui termine è più vicino al termine del massimo, 
e quindi più lontano dal termine del minimo. 



Siano PN, PM il semento massimo ed il minimo condotti dal 
punto P al circolo e con il centro in C. Se tra i segmenti obliqui, 
condotti da P a e, due PA, PB lianno i termini A, B equi- 
distanti da N, cioè se AN = BN, sono uguali i triangoli GAN, 
CBN, quindi C.AP = c3p. Ne segue che sono uguali anche 
ì triangoli CAM, GBM ed i triangoli GAP, GBP, perciò AM s BM 
e PA s PB. Analogamente, supponendo AM s BM, si deduce 
AN ^ BN e sempre PA ~ PB. Se tra i segmenti oiliqui con- 
dotti da P a e, due PA , PD hanno i termini A, B che non 
sono equidistanti da N, ma precisamente AN > DN, dai trian- 
goli AGIÌJ)GN si^deduce subito dWJ > ODN (107, T. 2°), 
quindi CAM < ÓMI, e dai triangoli CAM, CDM e GAP, CDP 
abbiamo (107, T. i") AM < DM e PA < PD. Analc^amente, 
supposto AM < DM, sì deduce AN> DN, e sempre PA<PD. 
Corollari. — i" Anche il teorema inverso è vero. 
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2" Fra i segmenti, condotti da un punto ad un cìrcolo, due 
uguali formano angoli uguali con esso e con ì segmenti mas- 
simo e minimo. 

3° Da un punto, s'intende sempre situato nel plano del 
circolo e distinto dal centro (286), non si possono condurre 
al circolo più di due segmenti uguali. 

»»». Teorema V — Due circoli di uno stesso 
piano non hanno punti comuni, se la distanza dei 
loro centri è maggiore della somma dei raggi , 
ovvero minore della loro differenza. 

Siano dati due circoli e, e' di uno stesso plano, in modo che 
la distanza GC dei loro centri G, C' sia maggiore della somma 
dei raggi. Se G'M è la distanza di G' da e, e se GM' è la 
distanza di G da e' (227, D. 2'), abbiamo OC > GM + C'M', 
quindi CM < CC', G'M' < GG' ed M, M' sono punti di GG'. Ora 
per ipotesi GM + MG' > GM -f M'G', perciò G'M > G'M'; ma M 




è il punto di G più Ticino a C', dunque la distanza di ogni 
punto di e da G' è madore dei r^gio G'M' di e', ed i cir- 
coli non hanno punti comuni. Supponiamo clie la distanza 
dei centri sìa minore della differenza dei ra^i, e che il raggio 
dì e sia maggiore del raggio di e'. Chiamando N' il punto di 
e' più lontano da G ed M il punto di e più vicino a G' (227, T.), 
abbiamo per ipotesi CC' < CM — C'N', ovvero CC 4- C'N' < GM, 




i GN' < CM; ma N' è il punto di e' più lontano da G, 
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dunqiie la distanza di e^i punto di f/ da G è minore del 
ra^io CM di e, ed i circoli non hanno punti comuni. 

Corollario. — 1° Nel primo caso, quando la distanza del 
centri è ma^iore della somma dei ra^, tutti i punti di cia- 
scuno dei due circoli sono estemi rispetto all'altro. Nel secondo 
caso, quando la distanza dei centri è minore della differenza 
dei rì^gi, tutti i punti del circolo di raggio minore sono in- 
terni rispetto al circolo di raggio maggiore. 

Teorema 2° — Due circoli dì uno stesso piano 
hanno un solo punto comune, se la distanza dei loro 
centri è uguale aìla somma dei raggi, ovvero alla 
loro differenza. 

Se la distanza GC dei centri G, G' di due circoli e, e', di uno 
alesso piano, è uguale alla somma dei loro raggi, il punto M 
dì e più vicino a C', essendo GC > CM, deve appartenere al 
segmento GC' ; ma CC = GM -\- MG', dunque C'M è un raggio 
di e' ed M un punto pure di e'. Essendo poi M il punto di e 




più vicino a G', tutti gli altri punti dì e hanno da C una di- 
stanza maggiore del raggio C'M, e quindi sono esterni a e'. 

Se la distanza GC è uguale alla differenza dei raggi di e, e', 
e se il raggio di e è maggiore del raggio di &, chiamando M 
il punto di e più vicino a C, ahbiamo CM > GG', 




OC' = CM — C'M, da cui si deduce che C'M è un raggio di e' 
ed M è comune ai due circoli ; ma M è il punto di e più vicino 
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a C, dunque la distanza di ogni altro punix) di e da C è mag- 
giore del raggio C'M di &, ossia ogni altro punto di e è esterno 
rispetto a &. 

Corollario. — 2° Nel primo caso, quando la distanza dei 
due centri è uguale alia somma dei ra^i, i due circoli hanno 
un solo punto comune situato sulla retta determinata dai centri, 
e tutti gli altri punti di ciascuno sono esterni rispetto all'altro. 
Nel secondo caso, quando la distanza dei centri è uguale alla 
differenza dei raggi, i due circoli hanno pure un solo punto 
comune situato sulla retta determinata dai centri, e tutti gli 
altri punti del circolo di raggio minore sono intemi rispetto 
al circolo di raggio ma^iore. 



Teorema S° — Due circoli, di uno stesso piano, 
hanno due soli punti comuni, se la distanza dei loro 
centri è minore della somma dei raggi e maggiore 
della loro differenza. 

In uno stesso piano prendiamo due circoli e, & con i centri 
G, C, e chiamiamo M, N ed M', W i punti in cui tagliano la 
retta CC, essendo precisamente M, M' ì punti di e, e' più vicini 
a C, C ed N, N' ì punti pure di e, e' più lontani da G, G. 
Fra i raggi di e, e' quelli di uno e non saranno minori di 




quelli dell'altro e', quindi potremo ritenere CM ma^iore, ov- 
vero uguale a C'M', e di più, per le ipotesi fette, GG'<NC+M'C' 
e GG'> GM — C'N'. 

Dalla condizione CC'> CM — C'N' si deduce GM < GG'-f C'N', 
ossia CM < CN', quindi la distanza del punto N' di d dal centro 
G di e è maggiore del raggio CM, e perciò N' è un punto di 
<f esterno rispetto a e. 
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Avendo supposto G'M'S CN, deduciamo subito C'M' < C'C-j-GN, 
ovvero C'M' < G'N, quindi vediamo clie M' e un punto di 
G'N. Ora deve essere verificato uno dei tre casi C'M'=C'C; 
se C'M' > G'G, il punto M' dovendo essere un punto di G'N è 
un punto del segmento CN, se C'M' = G'G, il punto M' coincide 
con G, se G'M' < G'G, dalla condizione GC < NG -f M'G' de- 
duciamo NC > ce — M'G', ossia NC > CM', per cui vediamo 
che CM' è minore del raggio di e: riassumendo possiamo dire 
che in t^ni caso M' è interno rispetto a e. Avendo dimostrato 
cbe d ha due punti M', N', uno interno e l'altro esterno 
rispetto a e, possiamo dire che e, e' hanno due punti comuni 
A, B (89, G. 1"), e due soli, poiché, se ne avessero tre, sareb- 
bero vertici di un triangolo (220, T. 3°) e G, G' sarebbero, due 
punti distinti equidistanti da essi, il che è assurdo (131, T. 1°). 
Corollari. — 3° Essendo G, G' equidistanti da A, B, la 
retta CG' è perpendicolare ad AB nel suo punto medio 
(125, G. 1°), cioè : due punti comuni a due circoli, di uno 
stesso piano, sono simmetrici rispetto alla retta che unisce ì 
loro centri. 

4° Anche i teoremi inversi dei tre precedenti sono veri. 
5° Quando in un piano due clrcoU hanno due punti co- 
muni, movendoci sopra un circolo possiamo passare da un 
lato all'altro di uno di essi passando da un lato all'altro del- 
l'altro circolo, il che abbiamo espresso con altre parole, di- 
cendo cioè ■ i circoli si segano nei due punti comuni (21 D 1'). 
Quan ni u piano d e e co la o un so o punto co nu e 
tutt g alt pu de ascuno ono u t ntern o tutt es ern 
a a ro qi nd e due 1 nee ne p nto com e on no 
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2° In un piano, se due circoli sono tangenti, nel punto di 
contatto hanno la stessa rette tangente, e viceversa due circoli 
sono tangenti in un punto, se in esso sono toccati da una 
stessa retta. 

isa*. Teorema. — Se due circoli di uno stesso 
piano si segano, le tangenti nei due punti comuni 
formano angoli uguali. 

Se A, E sono due punii comuni ai circoli e, e' con i centri 
C, C, facendo compiere alla figura la metà di un giro, fincliè 
si scambino A, B, che sono pxmti simmetrici rispetto a CC 




(339, C. 3°), le due tangenti a e, e' in A vengono a coincidere 
colle due tangenti a e, e' in B, quindi gU angoli formati dalle 
prime sono uguali agli angoli formati dalle seconde. 

Definizione. — Possiaiiio chiamare angoli formati da due circoli di 
uno stesso piano, clic si segano, quelli formati dalle tangenti ai dae cìi^ 
coli in uno dei punti comuni. 



S. JProblemi sulle tamgentit 



1831B. Problema 1°, — Dato Un circolo, costruire le rette 
che lo toccano e passano per un punto, non interno, preso 
nel suo piano. 

11 punto P, per cui si vogliono condurre le tangenti al cir- 
colo dato e, deve stare necessariamente nel suo piano it, e 
non può essere interno a e, perchè allora tutte le rette con- 
dotte per P in TT segherebbero e (89, C. 4°). Se P è un punto 
di e, per P passa una sola retta tangente, che si costruisce 
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subito conducendo il raggio CP e )a perpendicolare ad esse 
che passa per P e giace in ir (223, C. 1°). Se P è estemo s 




e, nel suo piano descriviamo il circolo G^, clie ha il centro in 
P e passa per G, ed il circolo c^, concentrico a e, che ha il 
ra^o uguale al diametro di e ; questi circoli hanno comuni 
due punti D, E, e due soli, perchè il punto G di c^, opposto 
a G, è estemo a Cj, mentre il punto C di e, è intemo a Cj. 
Ora se CD, CE incontrano e in A, B, abbiamo AC = AD, 
BC s DB, perciò PA, PB, essendo perpendicolari a GA, GB 
(221, T.), toccano e in A, B. Oltre alle due tangenti, costmite 
in questo modo, non ve ne sono altre, che passano per P, 
poiché se PA tocca e in A, preso sulla retta CA il punto D, 
in modo che G, D siano simmetrici rispetto ad A, i due trian- 
goli ACP, ADP sono ugnali, quindi PD = PC, e D è comune 
ai circoli c„ c^. 

Il problema risoluto è di 2" grado se P è esterno a e, si 
riduce al primo se P appartiene a e. 

Corollari. — i" Per un punto di un piano, esterno rìspei-to 
ad uno dei suoi circoli, passano sempre due rette ad esso 
tangenti, e due sole. 

2" I triangoli rettangoli PCA, PCB sono uguali, perchè 
hanno l'ipotenusa comune ed uguali i cateti CA, CB, dunque 
PA s PB ; cioè sono uguali i due sementi tangenti ad un 
circolo, e condotti ad esso da un punto esterno. 

Problema 2°. — Gcstruire le rette che toccano un circolo 
dato, e sono parallele ad una retta presa nel suo piano. 

Nel piano n dì e sia presa una retta r, e dal centro C sia 
condotta ad essa la perpendicolare, che incontri e nei punti 
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, Evidentemente le due tangenti AD, 



A 



che toccano e in A, B, sono parallele alla retta data ; sappiamo 
dunque costruirle (il6, Pr.). 



S33' Definiaioiie. — Una retta, tangente a due circoli tli uno stesso 
piano, si dice estema o interna, sacondochè i due circoli giacciono o no 
da uno stesso lato rispetto ad essa. 

Problema. — Costruire le rette tangenti a due circoii, 
dati in uno stesso piano. 

Supponiamo che dati due circoli e, e', in uno stesso piano 
it, il circolo e' sia quello il cui raggio non è ma^iore dei 
ra^o dell'altro e. Se AA' è una tangente esterna di e, (/, 
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e se A, A' sono i suoi punti di contatto, conduciamo per il 
centro C una retta G'B parallela ad AA', e chiamiamo B il 
punto in cui taglia il ra^io CA. Nella figura abbiamo un 
rettangoio AA'G'B, quindi BA s C'A', ovvero GB = GA — G'A', 
e BG' è perpendicolare a GB, cioè tangente al circolo e, di tt, 
che ha il centro in G ed il raggio uguale alla dilferenza dei 
ra^ dei due circoli dati e, e'. Viceversa, se nel piano dei 
circoli e, e', col centro in G, costruiamo un circolo c^, il cui 
raggio GB sia la differenza CA — G'A' dei ra^ì dei circoli 
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dati, e se da C conduciamo una retta C'B tangente a e, 
(232, Pr. 1°), tirando il ra^ìo GBA di e ed il raggio C'A' di 
e', parallelo a GA. e diretto nello atesso senso, aibiamo due 
punti A, A', nei quali ì due circoli e, e' sono toccati da una 
stessa tangente estema AA'. 

Quando CG' > GA — C'A', ossia GC' > GB, il punto G' è 
esterno rispetto a Cj, quindi per esso passano due rette tan- 
genti a c^ (232, G. 1"), ed i circoli dati e, d hanno due rette 
tangenti esterne comuni ; quando GG' s CA' — C'A', ossia CG'^CB, 
il punto G' giace sul circolo c^, ed i due circoli e, d hanno 
una sola tangente estema comune; quando poi CC'<GA — C'A', 
ossia ce < GB, 11 punto G' è interno rispetto a Ci, ed i due 
circoli dati non hanno tangenti esteme comuni. 

Se AA' è una tangente interna di e, e', e se A, A' sono i 
suoi punti di contatto, conduciamo, per uno qualunque del 
centri G, una retta GB' parallela ad AA', e chiamiamo B' il 




punto in cui taglia la retta G'A'. Essendo A'AGB' un rettan- 
golo, abbiamo B'A' = OA, ovvero C'B' = GA + G'A', e GB' è per- 
pendicolare a C'B', cioè tangente al circolo c^, di n, che ha il 
centro in C ed il ra^io uguale alla somma dei raggi dei due 
circoli dati e, d. Viceversa, se nel piano dei circoli e, d, col 
centro in G', costruiamo un circolo G^, il cui ra^io G'B' sia 
la somma GA-|-G'A' dei raggi dei circoli dati, e se da C con- 
duciamo una retta GB' tangente a c„ prendendo i! punto A' 
comune al raggio G'B' ed al circolo d, e tirando il raggio GA 
parallelo a C'A' e diretto in senso opposto, abbiamo due punti 
A, A', nei quali i due circoli e, d sono toccati da una stessa 
i interna AA'. Quando GC' > GA+ G'A', ossia GG'> C'B', 
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il punto G è esterno rispetto a c^, quindi per esso passano due 
rette tangenti a e, (232, C. 1°), ed i circoli dati e, e' hanno 
due rette tangenti interne comuni ; ipando GC s GA. -f- C'A', 
ossia CG' s G'B', i! punto G' giace sul circolo c^, ed i due 
circoli e, e' hanno una sola tangente intema comune; quando 
poi GG' <CA. + G'A', ossia GG' < G'B', il punto G' è interno 
rispetto a c^, ed i due circoU dati non hanno tangenti interne 
comuni. 

Siamo dunque riusciti a riconoscere in ogni caso l'esistenza 
di tangenti comuni, interne o esterne, e siamo riusciti a 
costruirle. 

Corollari. — 1° Due circoli di uno stesso piano hanno 
quattro tangenti comuni, due esterne e due inteme, se tutti 




i punti di ciascuno sono esterni rispetto all'altro; infetti allora 

CC'>GA.+G'A' (329, T. i"), e quindi anche GG'>GA— C'A'. 

Due circoli di uno stesso piano, se si toccano esternamente, 

hanno tre tangenti comuni , due esterne e una interna, che 




li tocca araiidue nel loro punto di contatto; infatti allora 
GG' - GA + G'A' (229, T. 2"), e quindi anche CC' > GA— C'A'. 
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Due circoli di uno 
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piano hanno due 




comuni, ed ambedue esterne, se si segano; infatti allora 
CC' < CA + G'A', e OC > CA — C'A' (229, T. 3"). 

Due circoli di uno stesso piano, se sì 
toccano internamente, hanno una sola 
tangente comune esterna, quella che li 
tocca ambidue nel loro punto di con- 
tatto; infatti allora OC = CA — C'A' 
(239, T, 2"), e quindi anche 

Ca<GA + G'A'. 

stesso piano non hanno tangenti comuni, 
se tutti i punti di uno sono interni 
rispetto all'altro ; infatti allora 

CG' < GA — G'A' 

(229, T. 1°), e quindi anche 

GG'<CA4-C'A'. 

2° Nei casi in cui due circoli di uno stesso piano hanno 
due tangenti comuni, ambedue interne o esterne, che s'incon- 
trano, il loro punto comune giaco sulla retta determinata dai 
due centri, perchè rotando il piano dei circoli intorno ad 
essa, possiamo contemporaneamente far coincidere ciascuna 
delle due tangenti coll'altra. 

3" La costruzione delle tangenti comuni a due circoli, di 
uno stesso piano, si semplifica quando i loro raggi sono uguali. 
I due circoli hanno sempre comuni due tangenti esteme, che 
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si trovano immediatamente, essendo parallele alla retta de- 
terminata dai loro centri; qiiando tutti i punti di ciascuno 
sono estemi rispetto all'altro, hanno anche due tangenti co- 
muni interne, che si trovano dividendo per metà il segmento, 
che ha per estremi i due centri, e dal punto medio con- 
ducendo le due rette tangenti ad uno di essi; quando poi i 




due circoli si toccano esternamente, hanno una sola tan- 
gente comune interna , che si costruisce subito , dovendo 
toccare ciascuno dei circoli nel loro punto di contatto, e due 
tangenti esteme parallele alla retta determinata dai loro 
centri. 



4, Circoli che soddisfano date condizioni. 



1834. Sappiamo che un circolo è individuato, quando si 
conosca il suo piano, il suo centro ed il suo raggio; ne segue 
che per un punto arhitrario passano infiniti circoli, e tra essi 
pure infiniti hanno il centro in un altro punto preso ad ar- 
bitrio. Anche per due punti dati passano influiti circoli, però 
non possiamo prendere arbitrariamente il centro per uno di 
essi, perchè la sua posizione è legata come apparisce dal 



Teorema. — Per due punti dati passano infiniti 
circoli, ed il luogo dei loro centri è il piano per- 
pendicolare, nel suo punto medio, al segmento che 
ha per estremi i due punti dati. 
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Infetti, se A, B sono i due punti dati, e se e è un circolo, 
che passa per essi, il suo centro C è equidi- 
stante da A, B ; viceversa, se CA = GB, il cir- 
colo descritto nel piano ABC col centro in C e 
col r^gio CA, passa per A e per B, dunqije il 
luogo cercato è quello dei punti equidistanti da 
A, B, cioè il piano n perpendicolare al segmento 
AB nel suo punto medio D (125» T. 1"). 

Corollario. — Il luogo dei centri dei cir- 
coli di un piano, che passano per due dei suoi 
punti, è la retta del piano perpendicolare al loro segmento nel 
suo punto medio. 



»35. Teorema. — Per tre punti dati, vertici di 
un triangolo, passa un circolo, ed uno solo. 

por i vertici di un triangolo DEP, il suo 
centro G, che è un punto de! piano DEP, deve 
essere equidistante da D, E, E, e viceversa; 
ma vi è un solo punto di un piano equi- 
distante da tre dei suoi punti, vertici di 
un triangolo {131, T. 1°), dunque un circolo, 
ed uno solo, passa per i punti dati D, E, F. 

Deflaizione- — Il eiicolo circoscritto ad un triangolo è quello che 
«sa per i suoi vertici; ogni triangolo, che ha i vertici sopra un circolo 




Corollario. — Per costruire un circolo e, circoscrìtto ad 
un dato triangolo DEP, basta trovare il punto G comune a due 
delle rette GG, GH, CK, del piano DEP, perpendicolari ai lati 
BP, PD, DE nei loro punti medi G, H, K (131, T. 1°), e poi 
eostruire, nel piano DEE, i! circolo e, che ha ii centro in C e 
passa per un vertice del triangolo dato. 

Problema. — Dato un circolo, costruire il suo centro. 
Dato un circolo e, tiriamo due eorde DB, DF con uno stesso 
estremo D, troviamo i loro punti medi K, H, e poi conduciamo, 
nel piano di e, le rette HC, KG perpendicolari a DF, DE; il 
loro punto comune G è il centro cercato (235, G.), che rimane 
così costruito. 
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e è un plinto del 



S3©. Vi sono infiniti circoli, che toccano una retta data r; 
per averne uno si può prendere dovunque il centro G ; infatti, 
se CA è la distanza di C da r, il circolo e descritto nel piano 
Gr, col centro G e col ra^io GA, tocca r in A. 

Vi sono pure infiniti circoli, che toccano una retta data in 
un punto dato, però non possiamo prendere ad arbitrio il 
centro per uno di essi, perchè la sua posizione è legata, come 
apparisce dal seguente 

Teorema 1" — Vi sono infiniti circoli, che toccano 
una retta data in un punto dato , ed il luogo dei 
loro centri è il piano perpendicolare ad essa nel 
punto dato. 

Data la retta r ed il suo punto A, ; 
piano n perpendicolare ad r in A, 
retta GA è pure perpendicolare ad r in A, 
ed il circolo e del piano Cr, che ha il 
centro in C ed il raggio GA, tocca r in 
A. Viceversa, se e tocca t" in A, il raggio 
GA è perpendicolare ad r in A, e G ap- 
partiene a TT. 

Teorema 2° — Vi sono infiniti circoli tangenti a 
due rette date, che s'incontrano, ed il luogo dei loro 
centri è costituito dalle bisettrici dei loro angoli. 

Se le rette APD, BPE s'incontrano in P, e se un circolo e 
le tocca nei punti A, B, il centro 
G è equidistante da esse, perchè 
GA = GB. Viceversa, preso un 
punto G, nei piano delle due rette 
date, se le sue disianze da esse 
sono CA, GB e se GA = GB„ il cir- 
colo col centro in G, e che passa 
per A, B, le tocca ambedue, dun- 
que il lut^o cercato è quello dei 
punti, situati nel piano delle due 
rette APD, BPE, equidistanti i 
bisettrici dei loro angoli (135, C. 2°). 





ed è costituito dalle 
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Corollario. — Se assegiiamo il punto di contatto A con 
una delle due rette, troviamo due circoli e, e', i cui centri 
C, C stanno uno su ciascuna delle duo bisettrici. 

Teorema 3° — Vi sono infiniti circoli che toccano 
due date rette parallele, ed il luogo dei loro centri 
è la retta del loro piano equidistante da esse. 

Infatti i centri C dei circoli e, che toccano le rette paral- 
lele a, ì>, sono equidistanti da esse, e viceversa ; quindi il loro 



luogo è quella retta luogo dei punti equidistanti da a, ì) 
(127, C. 2"). 

»39. Teorema. — Vi sono quattro circoli , che 
toccano tre rette di un triangolo. 

Se un circolo e tocca le rette di un triangolo DEP, il suo 
centro G deve essere un punto del suo piano equidistante 
dalle sue rette, e viceversa ; ma nel piano di un triangolo 
visone quattro soli punti equidistanti dalle sue rette (131, T.2°), 
dunque quattro cìrcoli toccano le rette EF, FD, DE lati di 
un triangolo DEF. 

È facile considerare il caso, in cui si abbiano tre rette di 
uno sfesso piano, e due siano parallele; se tutte sono parallele, 
non vi sono circoli, clie le toccano contemporaneamente. 

Corollario. — Uno o dei quattro circoli, che toccano le 
rette del triangolo DEP, si costruisce trovando le bisettrici 
DGi, EC2, FCa degli angoh interni di DEF, e prendendo il 
punto comune C come centro. I rimanenti tre circoli c^, e,, c^ 
si costruiscono prendendo come centri C„ Gj, C3 i punti co- 
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muoi alle bisettrici di duo angoli estemi ed alla bisettrice 
dell'interno ad essi opposto. 11 punto C è interno a! triangolo, 
i punti G^, Gj, Cg sono esterni, quindi dei quattro cìrcoli, che 




toccano le rette del triangolo DEP, uno solo e non lia punti 
esterni rispetto al triangolo, gii altri non hanno punti interni 
rispetto ad esso. 

Definizioni. — 1" I quattro circoli, che toccano le rette di un trian- 
golo, si dicono inscriui; quei tre, che hanno tutti i punti esterni rispetto 
al triangolo, sì distinguono dal quarto chiamantlolì anche eic-ttjsci-iift'. 

2' Ogni triangolo, che ha le sue rette tangenti ad un circolo, à 
dice ad esso airoosaritto. 



5. Proprietà degli archi. 



338. Definiàoue. — Due punti di un circolo lo dividono in due 
parti finite, ciascuna delle quali è un arco, che ha per estremi i due punti. 

Due punti opposti staccano dal loro circolo due archi uguali, 
ciascuno dei quali è un semicircolo. 

Un punto può descrìvere un circolo e, movendosi in due 
direzioni opposta e rotando intorno ai centro. Uno dei due 
archi di e, che hanno per estremi A, B, si può immaginare 
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descritto dall'estremo A, che si mova sul circolo in una data 
direzione, finché acquisti la posizione del- 
l'altro estremo B; ovvero si può immaginare 
descritto dall'altro estremo B, che sì mova sul 
circolo nella direzione opposta, tinche acquisti 
la posizione dell'altro estremo A. 
Evidentemente dato un circolo, i due estremi 

di un arco e la direzione secondo cui si deve movere uno 

di essi per descriverlo, l'arco è individuato. 

S39- DeSuizioui. — i' Dei due estremi di im arco, descritto in un 
dato senso, Vorigine è (jiiello ohe lo descrive, l'altro è il termine. 

Se è un punto d n i o se la uà origine è A ed il 
suo termine è B, pò n o nd cario co AOB; se la sua origine 
è B ed il suo term ne e A pò s a no mdicarlo con BOA. 

Ogni arco AOB ìete urna una corda AB, ma viceversa 
<^ni corda AB è lete m nata \a due archi AOB, AO,B. 

2' Un arco o e o dal a o da he ha gli stessi suoi estremi; 
una corda sottende da e a no ^ stessi suoi estremi. 



S'IO- Definizioni — 1 Un a co e o- np> eso in un angolo del suo 
piano, quando ha ^ e anno tutti i ^uoi punti apparten- 

gono all'angolo. 

2* Etremo a golo l er d u olo, ogni angolo che ha il 

vertice nel suo cen ro ed !a eg n oe ugni angolo determinato da 
due raggi. 

Ogni angolo al centro comprende un arco del circolo, e 
viceversa. 

3» Sopra uno stesso circolo due archi si dicono opposti, quando 
sono opposti al vertice gli angoli al centro che li comprendono , cioè 
quanto tutti i punti di ciascuno sono opposti ai punti dell'altro. 

Due punti A, B di e sono estremi di due archi AOB, A,OB, 
e, quando non sono opposti, dei due angoli al centro C che 
li comprendono, uno è convesso, l'altro è concavo. Se non è 
detto esplicitamente, per arco AB intenderemo sempre quello 
AOB compreso nell'angolo convesso CAB. 
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841. Definizioni. — i* Ogni co3MÌa divide la superficie di un cir- 
colo in due parti, che si dicono segmenti circolari. 

2» Due parti di retta, uscenti dal centro di un circolo e poste nel 
suo piano, dividono la sua eupei-fleie in due parti, e formano due angoli 
al centro, ciascuno dei quali comprende una delle partì , che si dicono 
settori circolari. 

Un segmento circolare è compreso da un arco e da una 
corda; un settore circolare è compreso da un arco e da due 
ra^. 

«48. Teorema 1° — Due archi uguali apparten- 
gono necessariamente a circoli uguali. 

Se AOB, A'O'B' sono due archi uguali, e se e, e' sono i cir- 
coli a cui appartengono, facendo coincidere AOB, A'O'B', i 




circoli e, e' vengono ad avere più di due punti comuni, e 
quindi vengono a coincidere (235, T.), perciò e, e' sono uguali. 

Teorema 2° — In uno stesso cìrcolo, o iu circoli 
uguali , gli angoli al centro uguali comprendono 
archi uguali, e viceversa. 

Siano e, e' due circoli, e siano CAB, G'.A'B' due angoli al 
centro , concavi o convessi , che comprendano gli archi 
AOB, A'O'B'. Facendo coincidere l'angolo G'.A'B' con l'ugnale 
CAB necessariamente coincidono i due circoli uguali, dunque 
A/^ coincidono con A, B, e l'arco A'O'B' coincide coU'uguale 
AOB. Viceversa, se AOB, A'O'B' sono due archi uguali, devono 
essere uguali i loro circoli e, e' {242, T. 1°), quindi facendo 
coincidere A'O'B' con AOB, i circoli v', e coincidono, coincì- 
dono i loro centri C, G, l'angolo CA'B', che comprende A'O'B', 
coincide con CAB, che comprende AOBeperciòCAB = G'.A'B'. 
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Corollari. — 1° Essendo CAB ^ C.BA, ne defiuciamo 
AOB=BOA. 

2° n teorema dimostrato vale anche quando i due angoli 
al centro sono piatti, nel qual caso ì due archi sono semicircoli. 

3° I settori ed i segmenti circolari uguali sono compresi 
da archi uguali, e viceversa. 

4" Bue archi opposti sono uguali. 

5° Due rette perpendicolari condotte per il centro, nel 
piano di un circolo, lo tagliano in quattro archi uguali. 

Definizione. — Si dice quadrante di un. circolo, ogni suo arco com- 
preso da un angolo al centro retto. 

Tutti i quadranti di uno stesso circolo, o di circoli uguali, 
sono i^ali (242, T. 2°). 



343. Problema. — Costruire un arco di un circolo dato, 
che abbia un estremo fissato, e sia uguale ad un altro arco 
preso sullo stesso circolo, o sopra un circolo uguale. 

Se ì due circoli uguali sono e, d, se VCE' è l'arco dato di 
(/, e se A è l'estremo fissato sopra e, condotto il raggio GA, 




) due rette CB^ , CB^ , che danno i due angoli al centro 
CÌAB„ CABj uguali all'angolo al centro gC?È', che^mprende 
l'arco dato A'O'B' (51, ^2''),__^i due archi AÓ^„ AO^B,, 
compresi dagli angoli G.AB„ CAB^, sono uguah all'arco preso 
A'O'B' (242, T. 2°), sono tagliati dal circolo dato e ed hanno 
per estremo il punto fissato A. Oltre £^li archi costruiti non 
ve ne sono altri, che- risolvono il problema ; infatti, se 
AO^Bj ~ A'O'B', gli angoli al centro che li comprendono 
devono essere uguali, cioè C'AB^ s g'a'b'. 
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Definizione- — Sopra uno stesso circolo, più archi, presi ia un certo 
ordine, si dicono consecutivi, quando il termine di ciascuno è l'origine del 
seguente, ossia quando sono consecutivi gli angoli al centro che li com- 
prendono (53, D. 2"). 

Più archi consecutivi possono avere direzioni diverse. 
Corollario. — Avendo risoluto l'ultimo problema, possiamo 
costruire sopra uno stesso circolo, partendo da un estremo 
arbitrario, più archi consecutivi, le cui direzioni siano flssate, 
e che siano uguali ad archi dati sopra lo stesso circolo, o sopra 
circoli uguali. 

844, Più archi consecutivi, tutti colla stessa direzione, 
tali che il termine dell'ultimo coincida coU'origine del primo, 
ricoprono un certo numero di volto l'intero circolo. 

Possiamo estendere il concetto di arco, dicendo che i pimti 
A, B dì e sono estremi d'infiniti archi, ciascuno descritto da 
un estremo A, che movendosi sul circolo, sempre in uno stesso 
senso, finisce col prendere la posizione di B, dopo avere descritto 
un numero qualunque dì volte l'intero circolo. Secondo questo 
concetto un arco è formato da un certo numero di volte il 
suo circolo e da una delle due parti staccate su di esso dagli 
estremi. Ogni volta che un arco contiene l'intero circolo, l'an- 
golo al centro che lo comprende contiene un giro, e viceversa. 
Ne segue poi una naturale estensione del concetto dì settore 
circolare, il quale può contenere più volte l'intera superfìcie 
del circolo. 

S45. G-li archi formano una nuova specie di grandezze 
geometriche. 

Dato un arco, prendendo 1, 3, 3, dei suoi punti, veniamo 

a dividerlo in 2, 3, 4, parti, che sono archi consecutivi 

(243, B.). 

Divìso un arco in altri archi, le rette che uniscono i loro 
estremi col centro , dividono l'angolo a! centro , che io com- 
prende, in altri angoli; viceversa, diviso un angolo al centro 
in altri aiuoli, i loro lati segano l'arco compreso in punti 
che lo divìdono in altri archi. Da questa osservazione, e dal- 
l'ultimo teorema dimostrato, discende che gli archi di uno 
stesso circolo, o di circoli uguali, e gli angoli al centro che 
li comprendono, sono grandezze geometriche, le quali si pos- 
sono trattare nello stesso modo. Posto ciò, è naturale che 
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estendendo agli archi ed ai settori, di uno stesso circolo, o di 
circoli uguali, le definizioni e le notazioni poste per le gran- 
dezze elementari, si possono dedurre per essi gli slessi risultati, 
che ahhiamo ottenuto per gli angoli. Così possiamo sommare 
più archi settori, di uno stesso circolo, o di circoli ugnali; 
dati due archi o settori, sempre di uno stesso circolo o di 
circoli uguali, possiamo affermare che necessariamente uno 
è raaf^ore, uguale o minore dell'altro, e, se sono disuguali, 
dal m^iore possiamo sempre sottrarre il minore, ecc., ecc. 
Supporremo senz'altro dedotte tutte queste proprietà. 

%4G. Due punti A., B di e, se non sono opposti, staccano 
due archi disuguali AOB, AO^B; quello AOB, compr^o nell'an- 
golo al centro CAB convesso, è minore del semìcircolo, l'altro 
AOjB, compreso nell'angolo al centro CAB concavo, è mag- 
giore del semìcircolo. L'arco, che abbiamo convenuto (240) 
d'indicare semplicemente con ^B e qiell \^B minoie <3el 
semicircolo. 

S#9. Definizicme. — Due arci i dat iopra uno ste so or olo o 
sopra circoli uguali, sono supplem& i se la loro somn a e uà seva 
circolo, sono complementari, se la loro s nna è un j adraite 

Se due archi sono, supplementai i o complementari sono 
supplementari o complementari inche gli angoli al centro 
che li comprendono'; e vicever a 

Corollario. — Sono uguali -,li archi supplementi e ni 
plementì di archi uguali. 

1848. Corollario. — Un arco non può essere divi'5) m pu 
modi in uno stesso numero di pai ti uguali ((dO T) 

Problema. — Dividere un arco dato in due archi uguali. 
Se l'arco dato è ADE, basta costruire la bisettrice CD 
dell'angolo al centro CAB che lo comprende. 

Definizioae. — Il punto medio di un areo è queUo che Io divide in 
due archi ugusdi. 

Si dice indifferentemente costruire il punto medio di un 
arco dato, ovvero dividerlo per metà. 
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9*9. Teorema. — In un circolo, il diametro che 
è perpendicolare ad una corda , ha per estremi i 
punti medi degli archi che essa sottende , e vice- 
versa. 

Se nel circolo e, dì centro C, il diametro DE è perpendi- 
colai'e alla corda AB in F, essendo AP = BP g 

(221, T.^sono uguali MriangdiJ^AF, CBF, 
quindi ^GAD^^OBb, CAE = OBÈ, e perciò 
^|^=^BD,'ae =''BE^42,T.2^viceversa,se 
AD_= BDjjibbiamo C^D = C.BD, per cui 
CAB = G.BE, AE = BE, ed essendo uguali i 
triangoli GAP, CBP, deduciamo clie DE è perpendicolare ad AB. 

Corollario. — Se AB è una corda di e, e se una retta 
parallela ad AB tocca e in D, il punto di contatto D è il punto 
medio dell'arco ADB. Viceversa, se D è il punto medio di 
ADB, la retta DF che tocca cln D è parallela ad AB. 




Z&O. Definizione. — Un circolo è d 
estremi di due corde parallele; 
archi, i due rimanenti ai dicono e 



1 qu tt archi dagli 
tt d 10 dei quattro 



Teorema. — Gli archi di un circolo, compresi fra 
due corde parallele, sono uffuali. 



siano AjBi , AjBj due corde parallele di e, A,Aj , EjBj gli 
ardii compresi fra esse. Il diametro DE, perpendicolare alle 
due corde, passa per i loro punti medi F, , P, 
(221, T,): ora facendo compiere al circolo la 
metà di un giro, intorno al diametro DE, si 
scambiano i due semicircoli tagliati da DE, e 
necessariamente i punti A^ , A^ vengono a e 
nei simmetrici B^ , Bj , dunque l'arco A^Aj vìene_ 
a coincidere coU'arco BjBj, e perciò AjA, = Bjl: 




«51. Teorema 1° — Due archi uguali sono s 
da corde uguali, e date due eorde uguali, di uno 
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stesso circolo o di cìrcoli uguali , ciascuno dei due 
archi sottesi da una è uguale ad uno dei due ardii 
sottesi dall'altra. 



due archi uguali, facendoli coincidere, 




coincidono i loro estremi e quindi le loro corde AB ed A'B', 
dunque AB = A'B'. 

Se AB ^ A'B' sono corde di due circoli uguali e, <f, con i 
centri C,C', i triangoli ACB, A'G'B' ^ìono uguali, perchè hanno 
uguali i loro lati , quindi sono uguali i due angoli convessi 
CAB, CA'B', ed i due archi compresi , e sono uguali i due 
angoli concavi CAB, CA'B', ed i due archi compresi. Resta 
cosi dimostrato che il maggiore o il minore degli archi sottesi 
da AB, è uguale al maggiore o al minore degli archi sottesi 
da A'B'. 

Teorema 2° — ■ Se due archi disuguali , dì uno 
stesso cìrcolo o dì cìrcoli uguali, sono minori di un 
semicircolo, il maggiore è sotteso dalla corda mag- 
giore, e viceversa. 

Dati i due circoli uguaU e, e', col centri C, C, se presi i 
loro archi AB, A'B', minori di un seroicircolo, si ha AB > A'B', 




abbiamo AB > A'B', e viceversa. Infetti i triangoli ABG, A'B'C 
hanno i lati AC, GB uguah ai lati A'G', G'B', ma G"AB > G' A/B', 
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A.B > A.'B' (245), duncpie si ha anche AB > A'B' 
(107,T.j^VìceTersa, se A,B > A'B', nei trians^oli ACB^A'C'B' 
si ha CAB > G'.A'B' (107, T. 3"). e quindi AB'> A'B' (245). 

Teorema 3" — Se due archi disuguali, di uno 
stesso circolo di circoli uguali, sono maggiori dì 
un semicircolo , il maggiore è sotteso dalla corda 
minore, e viceversa. 

Dati i circoli uguali e, e', con i centri C, C, se presi i loro ar- 
chi AOB, A'O'B', maggiori di un semicircolo, si ha A'O'B' > AOB, 
abbiamo A/B^ < AB. Essendo infattì^À/O^' > AOB, l'angolo 
concavo CA'B', che comprende A'O'B', è maggiore dell'angolo 
concavo CAB, che comprende AOB, quindi l'aiuolo convesso 
CA'B' è minore dell'angolo convesso CAB , e nei triangoli 
AGB, A'C'B' abbiamo A'B' < AB. Viceversa, se A'B^ AB, si 
deduce dai triangoli A'C'B', ACB che CA'B' < G.A.B, quindi 
l'angolo concavo CA'B' è maggiore dell'angolo concavo CA.B, 
e l'arco A'O'B', compreso dal primo, è maggiore dell'arco AOB, 
compreso dal secondo. 

S53. Definizioni. — 1" Dii'emo angolo inscritto in un circolo, ogni 
angolo che ha il vertice in ira suo punto ed i lati seganti. 

8» Diremo angolo inscritto in un arco, ogni angolo il cui vertice 
è un punto dell'arco ed i cui lati passano per i suoi estremi. 

Teorema. — Un angolo al centro di un circolo 
è doppio di qualunque angolo, che comprende lo 
stesso arco ed è inscritto nell'arco rimanente. 

Se CAB è un angolo al centro di e, concavo o convesso^ 
D.AB è un angolo inscritto, che comprende lo atesso arco AD'B 
ed è inscritto nell'arco rimanente ADE, si p 

deve dimostrare che CAB è doppio di D.AB. 
Chiamiamo DGB^ il diametro che passa per D. 
Se l'angolo CAB è concavo, abbìamo^due 
triangoli isosceli ACD^BCD, quindi CAD;_ò 
doppio di D.AC, e CD'B è doppio di D^ 
(99, C. 2°); ma CAD' + G^B s C"^ e DAG + d'cD = DAB' 
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dunque CAB è doppio di D.AB. Se V angolo CAB è piattoH 
teorema si dimostra come nel caso precedente. Se l'angolo CAB 
io, può darsi clie D' cadaMn A o in B, può darsi 
1 compreso nell'aiuolo CAB, e può darsi che D' non 
sia compreso in ClAB. 

1" Quando IV cadejn A, il triangolo BCD 
è isoscele , e quindi CAB è doppio di D,AE. 
2" Quando D' viene compreso nell'angolo 
CAB, abbiamo due triangoli isosceU ACD, 
BGD, ringoio CAD' è^ppio di DAG, l'an- 
golo CD'B è doppio di DGB, ed anche in questo 
caso sì ha CAB doppio di DAB. 

3° Quando D' non è compreso nell'angolo 
CAB, i triangoli^ isosceli ACD, BCD ci dicono 
sempre che C^D^ è do^io di IXCB e ci&kò 
dop^ di ^CA; ma_G.D'B — g3^A = fiAB 
e D.CB — D.GA = DAB, dunque si ha sempre 
CAB doppio di DAÌ5. 

Il teorema rimane cosi dimostrato in tutti 
i casi possibili. 




Corollari. — 1" Tutti gli angoli inscritti in uno stesso 
arco sono uguali fra loro. 

Inietti ogni angolo D'ABI inscritto in^n dato arco A^, è 
metà di uno st^so angolo al centro CAB. 

2" Un angolo al centro è concavo, piatto o convesso, se- 
condochè l'arco compreso è maggiore, uguale o minore di un 
semicircolo; in ogni caso è sempre doppio di ciascun angolo 
inscritto che comprende lo stesso arco, quindi un angolo in- 
scritto in un arco maniere di un semicircolo è acuto; un 
aiuolo inscritto in un semicircolo è retto ; un angolo inscritto 
in un arco minore di un semicircolo è ottuso. 



S53- Definizione. - 

quando tutti gli ai^li in 



Un 



arco si elice capace di un dato angolo ■ 
inscritti Eono i^uali all'angolo dato. 



Teorema 1° ~ Ciascuno dei due archi compresi 
negli angoli determinati da una tangente e da una 
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corda di uno stesso circolo, con un estremo nel punto 
di contatto, è capace dell'angolo che comprende 
l'altro arco. 

Il circolo e sia toccato da DB in A^e sia AB una sua corda. 
L'arco AOB, compreso nell'angolo A.BD, è capace di un angolo 
uguale ad A.BE. Infatti , se G è il centro 
di e, e se P è il punto opposto ad A, l'angolo 
piatto CFB + G.BA è doppio dell'angolo retto 
A^ = A FB 4- £BEj^a c!fB è doppiodi 
A.FB, dunque anche G.BA è doppio di A.BE, 
e perciò ogni angolo a.BA inscritto in AOB, 
essendo metà di G.BA (252, T.), è uguale ad A.BÈ, e l'arco 
AOB é capace dell'angolo A.BB. 

Problema. — In un piano dato costruire un arco, che sia 
capace di un angolo dato ed abbia una corda data. 

Se AB è la corda data, nel piano dato tt costruiamo un an- 
golo A.BD uguale all'angolo dato, poi, sempre in n, tiriamo 
per A la retta AC perpendicolare a DAE, e per il punto F, 
medio di AB, la retta FC perpendicolare ad AB. 

11 cìrcolo di TT che ha il centro nel punto G, comune ad 
AG, FC, e passa per A, passa anche per 
B, essendo CA = GB{i^, C. 1°), ed evi- 
den,temente l'arco AOB, sotteso da AB e 
compreso in A,BB, è capace dell'angolo 
aSd (253, T. l''),eqTiìndi dell'angolo dato. 
Potendo condurre per A, in tt, un'altra 
rettaD^E^, che formi con AB un angolo 
A.D,B uguale a quello dato, abbiamo un 
altro arco AO'B, che pure è capace dell'angolo dato 
lo condizioni imposte nel problema. 

Corollario. — Quando l'angolo dato è retto, i due archi 
AOB, AO'B sono due semicircoli, e si costruiscono descrivendo 
il circolo, di TT, che ha per diametro AB. 




i soddisfa 



Teorema 3° — Se in un piano consideriamo tutti 
i triangoli che hanno un lato comune ed uguali gli 
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angoli opposti , il luogo dei loro vertici è formato 
da due archi, che hanno per corda il lato comune. 

Nel piano n sia AB il lato comune a tutti i triangoli, che 
ai considerano, e siano AO,B, AO^B gli archi, di it, che hanno 
AB per eorda , e sono capaci dì un angolo ugnale a quello 
opposto ad AB (353, Pr,), che è per ipotesi lo stesso per 




tutti i triangoli. E evidente che ogni punto 1> di uno AO,B 
di questi archi appartiene al luogo , o che so C è il eentro 
del circolo e circoscritto ad ABD, a cui appartiene AO^B, quando 
DrAB è acuto, D, C stanno da una stessa mrte (252, C. 2") 
rispetto ad AB, e la somma degli angoli D.AB, A.BG è un 
angolo retto, essendo un semicircolo la somma degli archi 
compresi, quando DAR è ottuso, D, G stanno in parti opposte 
(252, C. 2°) rispetto ad AB, e la differenza degli angoli DiAB, 
A,BC è un angolo retto, essendo un semieircolo la differenza 
degù archi compresi. Di più ogni punto E, di tt, tale^che_sìa 
E. AB E= D. AB, è un punto di uno dei due archi AOjB, AO^B ; 
infatti, se E ai trova dalla stessa parte di AOiB rispetto ad AB, 
e se Ci è il circolo circoscritto ad ABE e G; il suo centro, 
essendo sempre G,C, da uno stesso^to drAB, è un angolo retto 
la somma o la differenza di EAB , A^j e dì D.AB, A^, 
quindi sono uguali queste somme o differenze, e perciò essendo 
E. AB = DÌÀB, abbiamo A.BGj = A.BG e la retta AGj deve coin- 
cidere con AG, Analogamente si dedurrebbe che BCj deve 
coincidere con BC, quindi G^ cade in G, il circolo e, coincide 
con e, ed E è un punto di AO^B. Se l'angolo D.AB è retto, 
il teorema è evidente, perchè il luogo dei vertici è formato 
dal circolo, di ti, che ha AB per diametro (253, G.). 
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1S54. Teorema 1° — Se due seganti si tagliano in 
un punto interno ad un circolo, tra gli angoli che 
formano, ciascuno di due opposti al vertice è uguale 
alla metà della somma degli angoli al centro, che 
comprendono gli stessi archi. 

Se due seganti tagliano un circolo e nei punti A,D; B,B, 
e se P è il punto comune ad esse^ interno a e, dal triangolo 
BPD deduciamo PAB =RED -|~ D.AB; ma B'Sd è un angolo 
inscritto ugnale alla metà dell'angolo al cen- 
tro che comprencle l'arco ED, e D.AB è pure 
un angolo inscritto uguale alla metà dell'an- 
golo al centro che comprende l'arco AB, 
dunque PAB è la metà della somma degli 
angoli al centro che comprendono l'arco AB, = 

compreso da P,AB, e l'arco DE, compreso dal suo oppposto al 
vertice P";^. 




Teorema 3° — Un angolo che ha il vertice in 
un punto esterno ad un circolo ed ì lati seganti, è 
uguale alla metà della differenza degli angoli al 
centro, che comprendono gli stessi archi. 

Se due seganti tagliano un circolo e nei punti A,D 
se P è il punto ad esse comune, estemo a e, 
dal triangolo BPD deduciamo 

PAB = DA5 — BJ>È; 
ma DAB è la metà dell'angolo al centro che 
comprende l'arco AO'B , e B.DE è la metà 
dell'angolo al centro che comprende l'arco 
DÓ^, dunque PAB è la metà della differenza 
degli angoli al centro che comprendono gli archi AO'B, 
compresi da PAB. 
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II. Le superficie cilindriche e comete. 



1655. Definizioni. — 1» Diremo superficie ciUndrìca, la superfleie 
luogo geometrico di una retta, elemento generatore, che rota intomo ad 
un'altra ad essa parallela. 

2* Tutte le rette, che sono posizioni dell'elemento generatore di una 
superficie cilindrica, si dicono le sue generatrici; la retta intorno a cui 
rota l'elemento generatore, è l'asse della superflcie cilindrica. 

Tutti i punti di una generatrice appartengono aìla superficie 
cilindrica, ogni punto della superficie cilindrica appartiene ad 
una generatrice, che si trova conducendo dal punto la retta 
parallela all'asse. 

Bue generatrici qualunque sono parallele, essendo parallele 
all'asse. Ogni piano condotto per l'asse taglia la superficie ci- 
lindrica secondo due generatrici. Tutte le generatrici sono 
equidistanti dall'asse (126, G. 1"), quindi la superficie cilindrica 
si può anche definire come il luogo dei puriti, che hanno una 
date distanza da una data retta. 

S* Il raggio di una superficie cilindrica è la distanza di uno qua- 
lunque dei suoi punti dall'asse. 

25fi. Se un piano ir è perpendicolare all'asse, è perpen- 
dicolare a tutte le generatrici, e quindi le sega. 

Definizione. — Una sezione nortnale di una superficie cilindrica è 
la curva luogo dei punti comuni alle generatrici e sd un piano, perpen- 
dicolare all'asse. 

Teorema. — Tutte le sezioni normali di una su- 
perficie cilindrica sono circoli uguali , che hanno ì 
centri sull'asse ed i raggi uguali al raggio della su- 
perfìcie cilindrica. 

Se IT è un piano perpendicolare nel punto G all'asse a di 
una data superficie cilindrica, determina una sezione normale, 
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che è il luogo dei punti di tc, i quali hanno una distanza 
da a uguale al raggio della superficie cilindrica; ma la distanza 
di un punto M di n da a è la distanza di M da G, porche MO 




è perpendicolare ad a, dunque la sezione normale è un cir- 
colo e, che ha il centro C sull'asse ed il raggio GM uguale a 
quello della superficie cilindrica. 

aSK- La generatrice di una superfìcie cilindrica, partendo 
da una certa posizione e movendosi sempre nella stessa dire- 
zione, senza mai riprendere durante il suo movimento non 
interrotto una posizione già occupala, ritorna alia posizione 
iniziale. Una superlìcie cilindrica divide lo spazio in due parti. 

Definizione. — Un punto si dice intano o estertv) ad una superficie 
cilìndrica, secondochè la sua distanza dall'asse è minore o maggiofe del 
ra^o della superfleìe cilindrica. 

Belle dneparti staccate da uhasuperflciocilindricanellospazio, 
una contiene tutti i punti interni e l'altra tutti i punti esterni. 

258. Teorema 1" — Una superficie cilindrica non 
ha punti comuni con quei piani, paralleli all'asse, che 
hanno da esso una distanza maggiore del raggio. 

Se GQ è la distanza dell'asse a di una 
data superficie cilindrica, di raggio CM, 
un piano parallelo tt, la distanza CQ', di 
un punto qualunque Q' di ti da «, è uguale 
o maggiore di CQ (123, T. 1°), supponendo 
dunque GQ > CM, abbiamo sempreCQ' > GM, 
quindi ogni punto Q', di tt, è esterno 
superficie cilindrica, 
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Teorema 2° — ■ Una saperfìcie cilindrica ha co- 
muni tutti i punti di una generatrice, ed essi soli, 
con ciascun piano parallelo all'asse, e che ha da esso 
una distanza uguale al raggio. 

Quando la distanza dell'asse a, di una' data superficie cilin- 
drica, da un piano parallelo ir è uguale al raggio 
CM, tutti i punti della proiezione g àia, iìitta 
su IT, hanno la distanza dall'asse pure uguale 
a CM (126, G. 3°), quindi ff è una generatrice 
della superficie cilindrica, la quale appartiene 
al piano tt- I soli punti di ff sono comuni a n ed 
alla superfìcie cilindrica , perchè ogni altro 
punto Q di IT, avendo dall'asse a una distanza 
CQ > CM (133, T. i"), è estemo alla superficie 
cilindrica. 




Teorema 3" — Una superfìcie cilindrica ha co- 
muni tutti i punti di due generatrici, ed essi soli, 
con ciascun piano parallelo all'asse , e che ha da 
esso una distanza minore del raggio. 

Se CQ è la distanza dell'asse a di una superficie cilindrica 
data, di raggio CM, da un piano parallelo tt, e 
se GQ < GM, chiamando e la sezione normale 
fatta dal piano perpendicolare ad a che passa 
per GQ, e chiamando r la retta comune a ir ed 
al piano di e, la distanza CQ di r dal centro G 
di e è minore del raggio GM, quhidi r ha comuni 
con e due punti A,B (220, T. 3°), che sono co- 
muni a TT ed alla superficie cilindrica; ma le 
' * generatrici i/j, ffjche passano per A,B, essendo 

parallele ad a, devono giacere nel piano n, che è pure paral- 
lelo ad a, dunque tt e la superficie cilindrica hanno comuni 
tutti i punti delle due generatrici g^ , g^. Non possono poi avere 
altri punti comuni, perchè se ne avessero uno, avrebbero co- 
muni tutti quelli della generatrice passante per esso, quindi 
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il punto d'intersezione di questa generatrice col piano di e do- 
vrebbe pure essere comune a e ed r, e ciò è assurdo, perchè e 
ed r non possono avere più. di due punti comuni A,B, 

Anche i piani che passano per l'asse segano la superficie 
cilindrica secondo due generatrici. 

Corollari. — 1" Anche i teoremi inversi sono veri. 
2° Se una retta r è parallela all'asse , ha tutti i punti 
esterni o interni rispetto alla superficie cilìndrica, secondochè 
la sua distanza da a è maggiore o minore del raggio; è poi 
una generatrice della superficie cilindrica, se la sua distanza 
da a è uguale al raggio. Considerando invece una retta r, non 
parallela ad a, possiamo condurre per essa un piano parallelo 
ad fl, ed uno solo: la distanza di ti da a è evidentemente 
uguale alla distanza di *" da a (130, T.), dunque r non in- 
contra la superficie cilindrica, ha con essa un solo punto co- 
mune, o ha con essa due punti comuni, secondochè la sua 
distanza da « è maniere, uguale, o minore del raggio. Anche 
le rette che incontrano l'asse s^ano la superficie cilindrica 
in due punti. 

3° Quando una retta ed una superficie ciUndriea hanno 
due punti comuni, movendoci sulla retta possiamo passare da 
un lato all'altro della superficie cilindrica, e possiamo dire, 
con altre parole, che la retta e la superficie cilindrica si 
segano nei due punti comuni. Quando una retta ed una 
superficie cilindrica hanno un solo punto comune, tutti gli altri 
punti della retta sono esterni alla superficie cilindrica, quindi 
nel punto comune la retta e la superficie cilindrica s'incon- 
trano senza segarsi. Analogamente vediamo che se un piano 
ed una superficie cifindrica hanno due generatrici comuni, sì 
segano lungo esse, e se hanno una sola generatrice comune, 
s'incontrano in tutti i suoi punti senza segarsi. 

Definizioni. — !°- Una retta ed una superficie cilindrica sono tangenti 
in un punto comune, quando non hanno altri punti comuni. Sì dice pure 
ctie la retta e la auperflcie cilindrica si toccano ael punto cooiuae, che 
viene ciiìamato il punto di contatto. 

2" Un piano ed una superficie cilindrica sono tangenti in tutti i 
punti di una generatrice connine, quando non hanno altri punti comuni. 
Si dice pure che il piano e la superficie cilindrica si toccano Im^o la 
generatrice comune, che viene chiamata la generatrice di contatto. 
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— 314 — 
Corollari. — 4° Bata una generatrice qualunque g di una 
superficie cilindrica , vi è sempre un piano tangente, ed uno 
solo, che la tocca, in tutti i punti di g. Per costruirlo basta 
fer passare per g un piano perpendicolare a ga. 

5° Vi sono infinite rette che toccano una superficie cilin- 
drica in uno dei suoi punti, tutte quelle che passano per esso, 
e giacciono nel piano tangente lungo la generatrice che lo 
contiene. 

6° Preso un punto M esterno ad una superficie cilindrica, 
il piano condotto per M e perpendicolare all'asse a, sega la 
superficie cilindrica secondo un circolo e, 
(256, T.). Se MA., MB sono le due tangenti 
condotte da M a e (232, C. 1°), i due piani 
determinati da M e dalle generatrici g^ , g^ 
che passano per A,B, sono tangenti alla su- 
perfìcie cilindrica. 

Per M non passano altri piani tangenti, 
perchè da M non si possono condurre più di 
due tangenti a e. 




SS9, Deflnizione. — Diremo che una superficie cilindrica è inm- 
luppata da tutti i suoi piani tangenti. 

Si può osservare che una superficie cilindrica è l'inviluppo 
di lutti i piani paralleli ad una retta data, che hanno una data 
disianza da essa. La superficie cilindrica inviluppata da tutti 
questi piani è il lut^o delle proiezioni della retta fissata, asse, 
5 sui piani stessi. 



260. Definizioni. — 1» Diremo ciUndro la figura determinata da 
una BUperfioie cilindrica e dai piani di due scaioni normali, !e quali sono 
due circoli, le cw, superficie si dicono basi del cilindro. 

2* La superbie laterale di un cilindro è quella parte finita della 
Buperflcie cilindrica che lo determina, staccata dai piani delle basi. 

3" L'afessa di un cilindro è la distanza dei piani delle basi. 

4' n solido di tm ctUndro è la porzione finita di spazio compresa 
dalla superficie laterale e dalle basi. 

Un cilindro si può generare facendo rotare un rettangolo 
intomo ad uno dei suoi lati. 
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— S15 — 
%69. Definizioni. — 1° Diremo superficie canica,\a. superficie luogo 
geometrico di una retta, elemento generatore, che incontra una retta 
fissa e rota intorno ad essa. 

ino posizioni dell'elemento generatore di una 
B sue generatrici ; la retta intorno a cui rota 
! della superficie conica; il punto per cui 



2' Tutte le rette, che 

superficie conica, si dicono 

rdemento generatore è Vai 

passano tutte le generatrici 

Supporremo che 1' 



1 il £ 



e la retta elemento generatore non 
siano perpendicolari, perchè in questo caso la superficie conica 
generata si riduce ad un piano. Tutti i punti dì una genera- 
trice appartengono alla superficie conica, ogni punto della 
superficie conica appartiene ad una generatrice, clie è la retta 
determinata dal punto e dal vertice. Tutte le generatrici 
formano angoli uguali con l'asso. Ogni piano condotto per 



l'a 



taglia la superfìcie conica secondo due generatrici. 
3" h'angoio di una superficie conica è il minore degli angoli, che 
generatrice qualunque forma con l'asse- 
4» Ogni generatrice è divisa dal vertice in due parti indefinite , 
delie quali genera una parte della superficie conica, che si cliiama 
una delle sue falde. 

SOS. Se un piano n è perpendicolare all'asse, sega tutte 
le generatrici, avendo supposto che non siano perpendicolari 



Definizione. — Una s. 
curva luogo dei punti comi 
lare all'asse. 



ione normale d 
i aUe generatri( 



lerficie conica e U 
a piano perpendico 



Teorema — Tutte le sezioni normali di una super- 
fìcie conica sono circoli, che hanno : centri sull'asse. 

Se il piano n è perpendicolare in G 
all'asse a di una superfìcie conica, e se 
teglia due generatrici s/uff^i ^^^i punti 
A,B, chiamando P il vertice, ahiiamo due 
triangoli rettangoli PCk, PGB, che sono 
i^uali, perchè hanno comune l'ipotenusa 
PGeperchèPACspSe, dunque CA=GB, 
e deduciamo che la sezione normale 
fatta da TT è un circolo e col centro G 
sull'asse a. 
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S«S. Ciascuna faliSa di una superficie conica è generata 
da una parte di retta, clie partendo da una certa posizione 
e movendosi sempre nella stessa direzione, senza mai ripren- 
dere durante suo movimento non interrotto una posizione 
già occupata, ritorna alla posizione iniziale. Una falda di una 
superficie conica divide lo spazio in due parti. 

Definizione. — Un punto sì dice interno o. esterno ad una super- 
ficie conica , seoondochè la retta che l'unisce al vertice forma o no col- 
l'asse un angolo minore di quello del cono. 



àlda di una superficie conica 
punti interni e l'altra tutti 



Delie due parti staccate da una 
nello spazio, una contiene tutti i 
i punti esterni. 

«o*. Teorema 1° — Una superficie conica ha 
comune il solo vertice con tutti i piani che passano 
per esso, quando l'angolo minore, che formano 
coU'asse , è maggiore di quello della superficie 
conica. 

Se P.GQ è l'angolo minore che un piano ir, condotto per il 
vertice P di una data superficie conica, forma coll'asse a, 
(134, T.) e se PfCQ > P.'CM, essendo P.GM l'angolo della 
superficie conica , prendendo un 
punto qualunque Q' di ir, l'angolo 
P.GQ' è certamente maggiore di 
P.GQ o uguale ad esso, se n è per- 
pendicolare all' a^e a , perciò in 
ogni caso P'ICQ' > PjCÌÌ, dunque 
ogni punto Q' di n è esterno ri- 
spetto alla superficie conica. 

Teorema 3° — Una superficie conica ha comuni 
tutti ì punti di una generatrice, ed essi soli, con tutti 
i piani, che passano per il vertice, quando formano 
coU'asse un angolo uguale a quello della superficie 
conica. 
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Quando l'angolo che l'asse a di una data superficie conica 
forma con un piano ti, condotto per il ver- ^^ 

tice P, è uguale all'angolo P.GM della su- 
perficie conica, la proiezione (/ di a, fetta 
sul piano TT, è una sua generatrice. I soli 
punti di g sono comuni a Tt ed alla superficie 
conica. Tutti gli altri punti di tt sono estemi 
rispetto ad essa, perchè congiungendone 
uno Q col vertice P, abbiamo un angolo 
P.GQ maggiore dell'angolo della superficie 




Teorema 3*^ — Una superficie conica ha comuni 
tutti i punti di due generatrici , ed essi soli , con 
tutti i piani , che passano per il vertice , quando 
l'angolo minore, che formano colì'asse, è minore di 
quello della superfìcie conica. 

Se P.GQ è l'angolo che l'asse a di una data superficie co- 
nica, il cui angolo è P.GM, forma con un piano tt condotto per il 
vertice P, chiamiamo e la sezione normale fatta da un piano 
perpendicolare ad a, che taglia le rette ^ 

PC, PQ, PM nei punti G, Q, M, e chia- 
miamo r la retta comune a n ed al piano 
di e. La distanza GQ di r dal centro C di e 
è minore del ra^io CM, quindi r incontra e 
In due punti A,B (220, T.S"), che sono comuni 
a Tt ed alla superficie conica; ma le genera- 
trici g^ , g^ che passano per A, B, incon- 
trando TT in P, devono giacere in esso, 
dunque n e la superficie conica hanno co- 
muni tutti i punti delle due generatrici^,,^,. 
Non possono poi avere altri punti comuni, perchè se ne aves- 
sero uno, avrebbero comuni tutti quelli della generatrice pas- 
sante per esso, quindi il punto d'intersezione di questa gene- 
ratrice col piano di e dovrebbe pure essere comune a e ed r, 
ciò che è assurdo, perchè e ed ?* non possono avere più di 
due punti comuni A,B. 
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Pure i piani che passano per l'asse segano la superficie 
conica secondo due generatrici. 

Corollari. — 1° Anche i teoremi inversi sono veri. 

2° Se una retta r passa per iS vertice P, ha tutti i punti 
esterni o interni rispetto alla superficie conica, secondochè 
l'angolo minore che forma coli' asse è madore o minore 
di quello della superficie conica; è poi una generatrice, se 
forma coli' asse un angolo uguale a quello della superficie 
conica. Considerando invece una retta r che non passi per P, 
possiamo condurre un piano tt che passi per essa e per il 
vertice; ora ir o non ha punti comuni eolla superficie conica, 
o ha comuni con essa tutti i punti di una sola generatrice, o 
ha comuni con essa tutti i punti di due generatrici, rispetti- 
vamente in ciascuno di questi casi r non ha punti comuni 
colla superficie conica, o ha comune con essa un punto solo, 
ha comuni con essa due punti. 

3° Quando una retta ed una superficie conica hanno due 
punti comuni, ai segano in essi; quando hanno un solo punto 
comune s'incontrano senza segarsi. Se un piano ed una super- 
ficie conica hanno due generatrici comuni, si segano lungo esse ; 
se hanno una sola generatrice comune, hanno comuni con essa 
tutti i suoi punti, e non la segano. 

Definizioni. — 1' Una retta ed uila superlìoie conica sono tangenti 
in un punto eomune, quando non hanno altri punti comuni. Si dice che 
la retta e la auperflcie conica si toccano nel punto comune, che viene 
chiamato il punto di contatto. 

2* Un piano ed una superficie conica Sono tangenti in tutti i punti 
di una generatrice comune, quando non hanno altri punti comuni. Si dice 
pure che il piano e la superficie conica si toocatto lungo la generatrice 
comune, che viene chiamata la generatrice di contatto. 

Corollari. — 4° Data una generatrice qualunque ff di una 
superficie conica, vi è sempre un piano tangente, ed uno solo, 
che la tocca in tutti i suoi punti. Per costruirlo basta far 
passare per g un piano perpendicolare a ga. 

5" Vi sono infinite rette, che toccano una superficie conica 
in uno dei suoi punti, tutte quelle che passano per esso e giac- 
ciono nel piano tangente lungo la generatrice che lo contiene. 
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una superfìcie conica, 




vilì^tpala 



— 219 — 
' Preso un punto M, esterno ad 
' esso condurre un piano 
perpendicolare all'asse a, e che lo 
seghi secondo il circolo e {262, T.); 
se MA-, MB sono le due tangenti con- 
dotte da M a e, i due piani determinati 
da M e dalle generatrici éCi , ^5, che 
passano per A, B, sono tangenti alla 
superficie conica. Per M non passano 
altri piani tangenti, perchè da M non 
si possono condurre più di due tan- 
genti a G. 

S65. Definizione. — Diremo che una superfìcie c{ 
da tutti i suoi piani tangenti. 

Si può osservare che una superfìcie conica è l'inviluppo dei 
piani, che passano per un punto di una retta data e formano 
con essa un angolo dato. La superficie conica, inviluppata da 
tutti questi piani, è il luogo delle proiezioni della retta fissata 
eseguite sui piani stessi. 

Sftfi. Definizioni. — i= Diremo cono la figura doterrainata da una 
faida dì una superficie conica e dal piano di una sezione normale, la quale 
è un cireolo, la cui superficie si dice base del cono. 

2» La st^erficie laterale di un cono è quella parte finita della falda 
della superficie conica, ohe lo determina, staccata dal piano della base. 

S*- L'nitóssa di un cono 1 di t di vertice dal piano della 

hase; Yapotema di un cono è m qu 1 q d segmenti uguali di ge- 
neratrici, compresi tra il vertio d 1 p il Ila base. 

4= Il solido di M ono ' \ p finit di -ipai' d conipre''a dalli 

sua superficie laterale d U bas 

5* Diremo tron dowlfig dtem d fldd 

una superficie conica dp dd m llqul 

circoli, le cui superflc d & d 1 ro di 

6^ La superfio la fedltcod jUitefil 

della falda della supa fi h 1 d rnim t d p an 

delle basi e compresa f 

7» L'altezza di t d Idt dpandUb 

ì'apolema di un tronc d è qu 1 q d ^^ 1 d 

generatrici, compresi f p an 1 11 ba> 

8= Il solido di d 1 p fi t d paz 

compresa dalla sua sip fi d 11 b 



y Google 



*B7. Corollario. — I punti medi degli apotemi di un cono 
stanno sopra uno slesso piano parallelo al piano della base, ed 
equidistante da esso e dal vertice. I punti medi d^ìi apotemi 
di un tronco di cono stanno sopra uno stesso piano parallelo 
a quelli delle basi ed equidistante da essi. 

Definizione, — La sezione media di un cono, o tronco di cono, è 
quella fatta dal piano ohe contiene i punti medi di tutti gli apotemi. 



1. Intersezione e contatto di una sfera 
con una retta o con un piano. 

868. Ogni retta r, che non sia condotta per il centro C 
di una data sfera a, determina un piano diametrale C r, ed 
uno solo. La sezione fatta da Cr nella sfera o è un circolo e 
(85, T.), ed abbiamo già csservato (89, C. 5°) che i punti 
comuni a ij ed »", fj6 ve no sono, sono comuni & e eà r, e 
viceversa. Dopo questa osservazione possiamo enunciare ì se- 
guenti teoremi, che discendono immediatamente da altri già 
dimostrati (220, T. 1", 2", 3"). 

Teorema 1° — Una sfera non ha punti comuni 
con quelle rette, che hanno dal centro una distanza 
maggiore del raggio. 

La retta r non ha punti comuni colla sfera a, perchè la 



i distanza SA dal centro S è maggiore del raggio. 
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Teorema 2" — Una sfera ha un solo punto comune 
con ciascuna retta, che ha dal centro una distanza 
uguale al raggio. 

La retta r ha, un solo punto comune colla sfera <;, perchè 



SA. dal centro S è uguale al raggio. 

Teorema 3° — Una sfera ha due soli punti co- 
muni con ciascuna retta, che ha dal centro una 
distanza minore del raggio. 

La retta r ha due punti B,C comuni colla sfera a, perchè 




la sua distanza SA dal centro S è minore del raggio. Ogni 
punto del segmento BG è interno rispetto a (T (122, G. 3°). 

11 teorema è vero anche se la retta r passa per il centro S 
di cr. 

Corollari. — 1' Anche i teoremi invei-si sono veri. 

2" Quando una retta ed una sfera hanno comuni due punti, 
si segano in essi; quando hanno un solo punto comune, tutti 
gli altri punti della retta sono esterni rispetto alla sfera, quindi 
nel punto comune la retta e la sfera s'incontrano senza segarsi. 

Definizioni. — i* Diremo secanti di una sfera, tutto lo retto che la 
incontrano in due punti. 

2" Una retta od una afera sono tangenti in un punto comune, quando 
non hanno altri punti comuni. Si dice pure che la retta e la sfera si 
toccano nel punto comune, ohe vieae chiamato il punto di e 
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SG9. Definizione. — Si dice coràa di una sfera, ogni BOgmento i 
cui estremi sono due dei suoi punti. 

Evidentemente ogni segante contiene una corda, ì diametri 
di una sfera sono corde contenute nelle seganti che passano 
per il centro, cioè che hanno per estremi due punti opposti 
della sfera. 

Tutti i punti di una corda sono interni rispetto alla sfera 
(182, G. 3°). 

Ogni corda di una sfera è eorda dì un circolo s^ato da un 
piano diametrale, quindi i teoremi sulle corde di circoli uguali, 
di uno stesso circolo, ci forniscono immediatamente teoremi 
relativi alle corde di sfere uguali, o di una stessa sfera. Per 
) dire che: 



Teorema 1° — In una sfera quel piano diame- 
trale, che è perpendicolare ad una corda, passa 
per il suo punto medio, e viceversa (221, T.). 

Corollario. — Data una sfera, il luogo dei punti medi di 
un sistema di corde parallele è il piano diametrale ad esse 
perpendicolare (221, C). 

Teorema 3° — In una stessa sfera, o in sfere 
uguali, le corde uguali sono ugualmente distanti dal 
centro; tra due corde disuguali è maggiore quella 
più vicina al centro, e viceversa (222, T. 1"). 

Teorema 3° — In una stessa sfera, o in sfere 
uguali, un diametro è maggiore di tutte le altre 
corde (222, T. 2"). 

S10. Teorema 1° — Una sfera non ha punti co- 
muni con quei piani, che hanno dal centro una 
. maggiore del raggio. 



y Google 



Se la distanza SA di un piano ir dal 
eentro S di una sfera a è maniere del 
raggio, il punto A è esterno rispetto 
a ff, ed (^i altro punto B di n è pure 
esterno , perchè aiWamo SB > SA 
(123, T. 1^), e quindi SB maggiore del 
ra^io di a. 




Teorema 2° ~ Una sfera ha comune un solo punto 
con ciascun piano, ciie ha dal centro una distanza 
aguale al raggio. 

Se la distanza SA di un piano n dal cen- 
tro S dì una sfera cr ò i^uale a! raggio, il 
punto A appartiene a a, mentre ogni altro 
punto B di IT è esterno rispetto alla sfera, 
perchè essendo SB > SAj deve essere SB 
maniere dei raggio. 




Teorema 3*^ — Una sfera ha comuni tutti i punti 
di un circolo, ed essi soli, con ciascun piano, che 
ha dal centro una distanza minore del raggio. 

Se la distanza SA di un piano tt da! centro S di una sfera a è 
minore del raggio, il punto A è interno rispetto a a, quindi ^t ha 
infiniti punti comuni colla sfera (89, C. 6") ; 
ma tutti i segmenti che determinano 
con S sono uguali at raggio, dungue 
devono essere tutti i punti di uno stesso 
circolo e, ed essi soli (123, C). 

Il centro A di e è la proiezione del 
centro S della sfera fatta sul piano s 
punto B di n interno rispetto a e, è interno rispetto a a, 
mentre ogni punto C, pure di tt, esterno rispetto a e, è estemo 
rispetto a ff. Il teorema è vero anche se il piano ir passa per 
il centro S di 5 (85, T.)- 

CoroUarl. — 1° Anche i teoremi inversi sono veri, 




TY (123, C). Ogni 
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2" Se una sfera scorre su se atessa, rotando intorno ad 
un diametro (88, C. 1"), ogni suo punto si move sopra un cir- 
colo, segato sulla sfera da un piano perpendicolare all'asse di 
rotazione (86, C), 

3* Quando un piano ed una sfera hanno comuni lutti i 
punti di un circolo, si segano in essi ; quando hanno comune 
un solo punto, tutti gli altri punti del piano sono esterni alla 
sfera, quindi le due superfìcie nel punto comune s'incontrano 



Deflnizioue. — Un piano ed una sfera si dicono tangenti in un punto 
comune, quando non hanno altri punti comuni. Si dice pure che il piano 
e la sfera si toccano nei punto comune, che viene chiamato il punto di 
contatto. 

SKl. Corollari, — 1" In ogni punto di una sfera vi è 
un piano tangente, ed uno solo. 

Se A. è un punto di una sfera o', di centro S, il piano tt per- 
pendicolare in A- al rì^gio SA. incontra <j solamente in A. 
(270, T. 2°), quindi è un piano tangente alla sfera nel punto A. 
Ogni altro piano condotto per A ha da S una distanza minore 
di SA, quindi s^a la sfera (270, T. 3"). 

2° Vi sono infinite rette che toccano una sfera a in uno 
dei suoi punti A, tutte quelle, come AB, che passando per A 
giacciono nel piano n, che tocca a in A. 

3° I piani tangenti in due punti opposti sono paralleli, 
e viceversa. 

Definizione. — Diremo che una sfera è inviluppata da tutti i suoi 
piani tangenti. 

Si può osservare che una sfera è l'inviluppo di tutti i piani, 
che hanno una data distanza, l'aggio della sfera, da un punto 
fisso, centro della sfera. La sfera inviluppata da tutti questi 
piani è il luogo delle proiezioni del punto fissato eseguite sui 
piani stessi. 

IB'SIB. Definizioni. — 1' Due piani, perpendicolari ad un diametro di 
una sfera, staccano da essa una parte, compresa fra i due piani, che si 
dice zona sferica. 

3* Una zona sferica si dice calotta sferica, se uno dei due piani, 
che la determinano, è tangente alla sfera. 
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3* h'altessa di una zon sfrall dl[ jl 

lelì che la determinano. 

4» Il soUdo di tma ona sf e [ elio st o ato 1 d j a 
che la determifiano, nel sol do della s a sfe t 

5' Diremo settore sfer co 1 sol do generato da n se to e ola e 
che rota compiendo vin giro ntomo ad a d a et o del no e r lo on 
compreso nell'angolo al centro che comprende il settore circolare, 

6^ Diremo base, di un settore sferico, la zona sferica generata dal- 
l'arco che comprende il settore circolare che genera il settore sferico. 

«93. Teorema. — Due piani tangenti formano 
angoli uguali colla corda, che ha per estremi i loro 
punti di contatto. 

Siano A,B i punti di contatto di due piani tangenti a,B ad 
una sfera o col centro S, e sia e il circolo segato sopra a dal 
piano diametrale passante per A,B. 

n piano di e è perpendicolare ai piani a,p, 
perchè contiene le rette SA,SB ad essi per- 
pendicolari, quindi ie proiezioni della corda 
AB sui piani «,p, sono le rette AC, BD, che 
toccano e in A,B, ma A3C ^ bTaB (235, T.), 
dunque i piani a, p formano angoli uguali colla corda AB. 

Definizione, — Possiamo chiamare angoU formati da una segante 
con una sfora, quelli olle la segante forma col piano tangente alla sfera 
in uno dei due punti comuni. 

Corollari. — 1° Le seganti perpendicolari ad una sfera 
sono quelle che passano per il centro. 

2° Il minore degli angoli, che una segante forma con una 
sfera, ò il complemento del minore di quelli che forma col 
ra^o determinato da uno dei due punti d'Intersezione. 

3° Le corde uguali, di sfere uguali o di una stessa sfera, 
formano con esse angoli uguali. 

S'S4. Teorema. — Sono uguali gli angoli formati 
da un piano, che sega la sfera, con i piani che la 
toccano nei punti del circolo comune. 

Sia G il centro di un circolo e, segato da un piano sopra, 
una sfera o, col centro S, La sfera, roiando intorno a SC, scoiTe 
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, il piano di e rota su se stesso intorno a C, ert 
il circolo e scorre su se stesso (86, C). Ora, 
per dimostrare il teorema enunciato, basta 
osservare clie il piano tangente a a in un 
punto qualunque di e, col movimento accen- 
nato , viene a prendere successivamente la 

posizione di tutti i^ìi altii piani che toccano a negli altri 

punti di e 

Defiuizioae — fili ani/oh formati da una sfera e da un piano, che 
la sega «ono qiielli i,he il piano forma con uno qualunque dei piani che 
toccano la sfera in in punto del ciri-olo Lomuae. 

Corollari — 1° I piani diametrali , ed essi soli, segano 
una sfera e 'wno ad essa peipendicolari. 

2° I piani, che segano una '«feia e sono ugualmente distanti 
dal centi foimano con essa aiigoh uguali, e viceversa. 

2. I cìfcolf di un<i sfera. 

S1I5. Sopra una sfera vi sono infiniti circoli; ogni piano 
segante la taglia secondo uno di essi, e, viceversa, ciascuno di 
essi è segato sulla sfera dal ^uo piano 

Corollario, — Se e è un circolo di una sfera a, s^ato da 

n un piano diametrale, e se e' e un altro circolo 

^/^^^^^ di "i però non segato da un piano diametrale, 

//■'^'-yrun diametro A'B' di c'è minore di un diametro 

-J V^^I^^/ ^^ "^ " (2^^- '^- ^°)' ^ quindi un ra^io di e' è 

V^ ^ pure minore di un raggio di e. 

Definizione. — 1 circoli massimi di una sfora sono quelli segati da 
piani diametrali, tutti gli altri circoli della sfera si dicono circoli minori. 

Sopra una sfera a, col centro S, per due punti opposti A,B 
passano infiniti circoli massimi, tutti quelli segati dai piani 
che contengono il diametro AB ; per due punti A',B', che non 
siano opposti, passa un solo circolo massimo, quello che è se- 
gato dal piano A'B'S, e che si può indicare con A'B'; per tre 
punti A',B',G', non situati in uno stesso plano con S, passa un 
solo circolo minore, quello che è segato dai piano A'B'C, e che 
si può indicare con A'B'C. 
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»i«. Teorema. — In una stessa sfera, o in sfere 
uguali, i piani di due circoli minori uguali sono 
ugualmente distanti dal centro ; tra due circoli mi- 
nori disuguali è maggiore il raggio di quello il cui 
piano è più vicino al centro, e viceversa. 

Infetti la distanza del piano di un circolo minore dal centro 
della sfera è la distanza di uno qualunque dei suoi diametri, 
corda della sfera, da! centro stesso (269, T. 2°). 

Corollario. — Data una sfera, i piani dei suoi circoli 
minori uguali inviluppano un'altra sfera ad essa concentrica. 

StCJ. Befinizione. — 1" Sopra una sfera, i poU di un circolo sono 
i punti opposti estremi del diametro perpendicolare al suo piano. 

Teorema. — Tutti i punti di un circolo , dato 
sopra una sfera, sono equidistanti da ciascuno dei 
suoi poli. 

Se P è un polo di un circolo e, col centro G, 
situato sopra una sfera o, e se A, B sono due 
punti di e, i triangoli PAG, PBG sono uguali , 
percliè PG è un lato comune e AC = UG, 
mentre sono retti gli angoli G.AP, C.BP, dunque 
PA s PB. 

Definizione. — 2" La disfama sferica di due punti di 
il minore degli archi dì circolo inasaimo , che hanno per estremi 

La distanza sferica dei punti A,B, di o, è l'arco AB del cir- 
colo massimo AB. 

Corollari. — 1° Presi sopra o i punti A,B ed i punti A',B', 
se AB = A'B', si ha AB = A/B* (251,T.l"), e viceversa,donque: 

La distanza sferica di due punti di una sfera è uguale a 
quella di altri due della stessa sfera, se sono uguali le loro 
distanze ordinarie, e viceversa. 
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2° Tutti i punti di un circolo, dato sopra una sfera, hanno 
la stessa distanza sferica da ciascuno dei suoi poli (3T7, T.). 

Definizione. — 3' Dato un circolo sopra una sfera, ciascuno dei suoi 
poli è un centro sferico dei circolo, e le distanze sfericlie dei suoi punti 
da un. centro sferico sono ì suoi raggi sferici. 

Un circolo sopra una sfera ha due centri sferici e due raggi 
sferici. I due raggi sferici dei circoli massimi di una stessa 
sfera sono uguali fra loro. 

S'JS. Due punti opposti P,P', di una sfera o, sono 
poli di tutti i circoli segati dai piani perpendi- 
colari a PP' nei suoi punti; tra i circoli che 
hanno P,P' come poli, ve ne è uno solo massimo, 
quello segato dal piano perpendicolare a PP' nel 
centro S di a. 

Definizioni, — 1' Rispetto a due punti opposti di una sfera, tra tutti 
i circoli che li hanno per poli, l'equatore è quello massimo, gli altri sono 
i paralleli. Tutti i circoli massimi, che passano per i due poli , sono i 
meridiam. 

2» Due punti opposti di una sfera si dicono anche antipodi. 

Per ogni punto della sfera, distinto dai poli, passa un meri- 
diano e passa un parallelo. 

Tutti i punti dell'equatore hanno la stessa distanza, sferica 
no, da ciascuno dei due poli. 

Corollario. — L'eijuatore è il luogo dei poli dei meridiani. 

Infatti ogni punto A dell' equatore è polo del meridiano e 
a^ato sulla sfera o, col centro S, dal piano perpendicolare 
ad SA, che passa per i poli P,P'. Ogni meridiano e ha come 
poli due punti A,A', che, essendo estremi di un diametro per- 
pendicolare al suo piano in S, sono due punti opposti dell'e- 
quatore. 

La afera si può generare colla rotazione di un meridiano 
intorno all'asse, che congiunge i due poli ; ogni punto di un 
meridiano genera un parallelo. 

Z'i9. Un punto comune a due cìrcoli di una stessa sfera 
deve appartenere alla sfera ed alla retta intersezione dei loro 
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piani, viceversa un punto che appartiene ad una sfera ed alla 
retta intersezione di due piani , che la segano , deve essere 
comune ai due circoli s^ati da essi sulla sfera. 

Corollario. — 1' Due circoli di una stessa sfera o non 
hanno punti comuni, o hanno comune un solo punto, o hanno 
comuni due soli punti {268, T. 1", 2% 3°). 

Quando due circoli di una stessa sfera hanno comuni due 
punti, si segano in essi; quando hanno un solo punto comune, 
s'incontrano in esso ser 



Defluizioni. — i* Due circoli di una sfera sono tangenti in un punto 
comune, quando non hanno altri punti comuni. Si dice pure che i due 
circoli si toccano nel punto comune, che viene chiamato il punto di 



Due circoli massimi di una stessa sfera si segano sempre in 
due punti opposti, e ciascuno divide l'altro in due semicircoli. 

8* Sopra una sfera gli angoli formati da due circoli in un punto, 
in cui si segano, sono quelli formati dalle due rette che li toccano in esso. 

Due circoli massimi, in ciascuno dei due punti comuni, for- 
mano gli stessi angoli, che sono le sezioni normali dei diedri 
formati dai loro piani. 

Corollari. — 2° Sopra una sfera, tutti i raggi sferici di 
un circolo sono ad esso perpendicolari. 

Sopra la sfera sia e un circolo col centro 
in C, sia P un suo centro sferico e PAun 
suo raggio sferico; la tangente in A a e è per- 
pendicolare a CA ed a PGj^^quindi al piano 
PAG ed alla tangente a PA in A. 

3° Sopra una sfera, un circolo è toccato in ciascuno dei 
suoi punti da un circolo nmssimo; tutti i circoli massimi tan- 
genti ad esso sono perpendicolari ai raggi sferici, che vanno 
al punto di contatto. 

«SO. Sopra una sfera, per archi di circoli massimi con- 
ilota da un punto ad un circolo, intenderemo tutti quelli che 
hanno l'origine nel punto, il termine sul circolo, e tutti i loro 
punti da una stessa parte di esso. 
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Fra tutti gli archi di circoli massimi condotti, sopra la 
sfera a, dal punto Q al circolo e, se Q non coincide con un 
centro sferico di e, e non è uno dei suoi punti, ve ne sono due 
QM, QN, e due soli, perpendicolari a e, perchè un solo circolo 
massimo PQ passa per Q e per il centro sferico P di e, situato, 
rispetto ad esso, dallo stesso lato di Q. Dei due archi QM, QN 
uno solo, QN, contiene il centro sferico P dì e. 

Quando non sarà detto esplicitamente, parlando di archi con- 
dotti sopra una sfera da un punto ad un circolo, intenderemo 
sempre che il punto non appartenga al circolo e sia distinto 
dai suoi centri sferici. 

Teorema. — Sopra una sfera, fra gli archi di 
circoli massimi condotti da un punto ad un circolo, 
quello ad esso perpendicolare, e che contiene un 
centro sferico, è maggiore di tutti gli altri ; quello 
ad esso perpendicolare, e che non contiene un centro 
sferico, è minore di tutti gli altri. 

Sia e un circolo della sfera a, sia P uno dei suoi centri 
sferici e Q un punto dì a, situalo rispetto a e dalla stessa 
parte di P. Se QM, QN sono gli archi di circolo massimo per- 
pendicolari a e, e condotti ad esso da Q , se QN contiene il 
polo P, e QA è un altro arco di cìrcolo massimo condotto a e 
da Q, abhiamo QAr'> QM", QA. < '^^ Infatti, chiamando Q' 
la proiezione di Q fatta sul piano di e, i 
trìai^oli rettangoli Q'QA, Q'QM hanno il ca- 
teto Q'Q comune; per gli altri due si ha 
\ Q'A > Q'M (227^.)> dunque QA > QM (107, 
1 T. 3°), e perciò QA > QM. Di più 1 triangoli 
/ rettai^olì Q'QA, Q'QM hanno comune il ca- 
teto Q'Q ; per gli altri cateti si ha Q[A^ Q'N, 
dunque QA < QN, e perciò"^ <'^^. 

Defiuìsioni. — 1" Sopra una sfera, fra gli archi di circoli massimi, 
condotti da uii puato ad un circolo, il massimo è quello perpendicolare al 
circolo e che contiene un centro sferico, il minimo è quello perpendicolare 
al circolo e che non contiene un centro sferico. 
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2» La d a f a, di un punto di una sfera da uno dei suoi 
circoli, è l n nu di circolo massimo , che si può condurre dal 

punto al e i 

Corollario. — Sopra una sfera, presi due paralleli, le 
dtótaiize sferiche di tutti i punti di ciascuno dall'altro sono 
uguali. 

Il luogo dei punti di una sfera, le cui distanze sferiche da 
un suo circolo sono uguali ad un dato arco di circolo mas- 
simo, è costituito da due cìrcoli paralleli a quello dato e coi 
piani equidistanti dal suo piano. 

- 3' Sopra una sfera, la dhtanza sj-'erica di due circoli 
nza sferica di un punto qualunque di uno dall'altro. 



S8i. Teorema. — Sopra una sfera, fra gli archi 
di circoli massimi, condotti da un punto ad un circolo, 
due obliqui sono uguali, se hanno i termini equidi- 
stanti dal termine del massimo, e quindi del minimo, 
altrimenti è maggiore quello il cui termine è più 
vicino al termine del massimo, e quindi più lontano 
dal termine del minimo. 

Sulla sfera a siano QN, QM gli archi massimo e minimo, di 
circolo massimo, condotti da Q al circolo e, e sia Q' la proie- 
zione di Q fatta sul piano di e. Se tra__^ archi obliqui di 
circoli massimi, condotti da Q a e, due QA, QB hanno i ter- 
mini A, B equidistanti da N, cioè se AK = BN, sappiamo che 
AM = DM e Q'A ^ Q'B (228, T.), quindi dai triangoli rettan- 
goli Q'QA, Q'QB, che sono uguali, deduciamo QA s QB, e perciò 
QA~= "^Tse tra gli archi obliqui di cu-coli massimi, condotti 
da Q a e, due Q A , Q D hanno i termini A, D che non sono 
equidistanti da N, e precisamente AN < DN , sappiamo che 
AM > DM e Q'A > (yD (228, T.), quindi dai triangcJi^retton- 
goli Q'QA, Q'QD deduciamo che QA. > QD, e perciò'QA > QD. 
Corollari. — i" Anche il teorema inrerso è vero. 
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2" Sopra una sfera, tra gli archi di circoli massimi, con- 
dotti da un punto ad un circolo, due uguali formano angoli 
uguali con esso e con gli archi massimo e minimo. 

3° Sopra una sfera, per un punto distinto dai suoi centri 
sferici, non si possono condurre ad un circolo più di due archi 
di circoli massimi uguali. 

4° Le corde degli archi di circoli massimi, condotti sopra 
una sfera da un punto ad un circolo, sono sementi condotti 
dai punto al circolo : i teoremi precedenti forniscono proprietà 
di questi segmenti. 

«§». Per i circoli situati sopra una stessa sfera ai possono 
fecilmente dedurre, basandoci sopra proprietà dimostrate, altri 
teoremi analoghi a quelli trovati per i circoli dì uno stesso 
piano, sostituendo allo rette ì circoli massimi, ed alla distanza 
ordinaria di due punti Sa loro distanza sferica. Così, relativa- 
mente alla intersezione ed al contatto di due circoli aopra una 
stessa sfera, si possono stabilire proprietà analoghe a quelle 
dimostrate per due circoli di uno stesso piano (229, T. l'',2'', 3°), 
considerando i loro raggi sferici e la disianza sferica dei loro 
centri. 



3. Intersezione e contatto di due sft 



asa. Un punto comune a due sfere determina con i loro 
centri un piano , che le sega secondo due circoli massimi, i 
quali passano per esso. Servendoci di questa semplice osser- 
vazione, e delle proprietà trovate relativamente all'intersezione 
e al contatto di due circoU (229), possiamo dimostrare ì se- 
guenti teoremi; 

Teorema 1° — Due sfere non hanno punti comuni, 
se la distanza dei loro centri è maggiore della somma 
dei raggi, ovvero è minore della loro differenza. 

In&tti date due sfere a, a', se è verificato uno dei due casi, 
un piano qualunque ir condotto per ì loro centri S,S' le sega 
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secondo due circoli e, &, che, avendo i raggi uguali a quelli 




della sfera, non hanno punti comuni (2J9, T. 1"). 

Corollario, — 1° Quando la distanza dei centri è maggiore 
della somma dei raggi, tutti i punti di ciascuna delle due 
sfere sono esterni rispetto all'altra Quando la distanza dei 
centri è minore della differenza dei raggi, tutti i punti della 
sfera di ra^o minore sono interni nspelto alla sfera di raggio 
maggiore. 

Teorema 2° — Due sfere hanno un solo punto 
comune, se la distanza dei loro centri è uguale alla 
somma dei raggi, ovvero alla loro differenza. 

Inflitti, date due sfere a, o', se è verificato uno dei due casi, 




un piano qualunque tt condotto per i loro contri S, S' le s 
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secondo due circoli massimi e, e', che, avendo i ra^ i^ali 
a quelli delle due sfere, hanno comune un solo punto M, il 
quale, essendo situato sopra la retta SS' (229, T. 2°), è lo stesso 
qualunque sia il piano ir per essa condotto. 

Corollario. — ■ 2" Quando la distanza dei centri è uguale 
alla somma dei raggi , le due sfere hanno un solo punto co- 
mune, situato sulla retta determinato dai centri , e tutti gli 
altri punti di ciascuna sono esterni rispetto all'altra. Quando 
la distanza dei centri è uguale alla differenza dei ra^^i, le 
due sfere hanno pure un solo punto comune, situato sulla retta 
determinata dai centri, e tutti gli altri punti della sfera di 
r£^gio minore sono interni rispetto alla sfera di r^gio mag- 
giore. 



Teorema 3" — Due sfere hanno comuni tutti i 
punti di un circolo, ed essi soli, se la distanza dei 
loro centri è minore della somma dei raggi e mag- 
giore della loro differenza. 

Iniktti, se le due ipotesi si verificano per due sfere 0, a', 
(^ni piano ir condotto per i loro centri S, 8' le sega secondo 
dne circoli massimi o, e', che, avendo i raggi uguali a quelli 
delle due sfere, hanno due punti comuni A,B (229, T. 3°); ora. 




se ir rota intomo ad SS', ì circoli e, e' descrivono le sfere 0,0', 
e i punti A,B, essendo simmetrici rispetto ad SS', descrivono 
un circolo e", comune alle due sfere, la retta dei centri è 
perpendicolare al piano di e" nel suo centro. I soli punti 
di e" sono comuni a o e o*, perchè ogni punto comune alle due 
sfere deve essere comune a due circoli massimi situati in un 
piano condotto por SS'. 
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Corollari. — 3° I teoremi inversi sono veri. 

4° Quando due sfere hanno comuni tutti i punti di un cir- 
colo, si segano in essi; quando hanno un solo punto comune, 
gli altri punti di ciascuna sono tutti interni o tutti esterni 
ali'alfra, quindi le due superfìcie nel punto comune s'incon- 
trano se 



DefiniBioni — 1* Due sfeie isono ttnqent m un p nto ornine 
quando non hanno albi punti comuni Si dice pure che le due sfere ■^ 
toccano nel punto uomiine che viene chiamato il punto di contatto 

Z' Una sfera tocca un altra sfera 1 liemamenl^ o eslemameiite il 



un 8U0 punto socDndocliè ha tutti gli alt i punti inteini o eeterni rispetto 
all'altra sfera. 

«84. Corollari. — 1" Vi sono infinite sfere, che toccano 
una sfera data in un punto dato. 

2° Se due sfere sono tangenti, nel punto dì contatto hanno 
lo stesso piano tangente ; viceversa due sfere sono tangenti in 
un punto, se in esso sono toccate da uno stesso piano. 

Teorema. — I piani tangenti nei punti comuni 
a due sfere, ciie si segano, formano diedri uguali. 

Due sfere o, & scorrono su se stesse, facendole rotare 
intorno alla retta SS' che passa per i loro centri S, S'. Se cT,a' 
si segano, anche il circolo comune e" scorre su se stesso, 
qiiindi c^ni suo punto può venire in un altro suo punto, con ciò 
i piani, che toccano a, a' nel primo, vengono a coincidere con 
quelli che toccano a, a" nel secondo, dunque i diedri dei primi 
sono uguali a quelli dei secondi. 

Definizione. — Possiamo chiamare angoli di due sfere, che sì segano, 
gli angoli diedri formati dai bro piani tangenti in uno qualunque dei punti 
comuni, 

SS5. Teorema. — Tre sfere distinte non possono 
avere piìl di due punti comuni, senza avere comuni 
tutti quelli di uno stesso circolo, ed essi soli. 

Può darsi evidentemente che tre sfere a, a', o" non abbiano 
punti comuni; può darsi che abbiano un solo punto comune. 
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cioè che si toccliiiio in mio stesso punto, e può darsi che 
abbiano due punti soli comuni; in quest'ultimo caso le sfere 
e, a', 0", due a due, hanno comuni tre circoli , che passano 
per i due punti comuni a tutte, ed il piano del circolo comune 
a due delle sfere sega la terza in un circolo , che taglia il 
primo nei due punti comuni a tutte. 

Se le sfere 0, a', a" hanno tre punti comuni, il loro piano 
le sega secondo uno stesso circolo e, non potendo circoli di- 
stinti avere più di due punti comuni (229, T. 3°), e sappiamo 
già che a, &, a" non possono segarsi in altri punti fuori di e 
(283, T. 3°). 



4. Problemi sulle rette e sui piani tangenti. 



»»6. Problema. — Data una sfera, costruire le rette od i 
piani che la toccano e passano per un punto dato, non in- 
terno ad essa. 

Il punto P, per cui si vogliono condurre le rette ed i piani 
tangenti della sfera data a, col centro S, non può essere interno 
a a, perchè allora tutte le rette ed i piani condotti per P 
segherebbero la sfera (89, G. 5°, 6°). Se P è un punto di a, 
per P passa un solo piano tangente it, che si costruisce subito 
conducendo il rs^io SP ed il piano perpendicolare ad esso, 
che passa per P ; tutte le rette di n, che passano per P, sono 
le tangenti a a condotto per P (271, C. 1", 2"). 

Se P è esterno a ff, un piano condotto per la retta SP 
sega a secondo un circolo massimo e, al quale si possono con- 
durre da P due rette tangenti PA, PB, che 
toccano o nei punti A,B (268, T. 2"). Il cir- 
colo e, rotando mtornoa SP, genera la sfera o, 
ed essendo P.AS = P.BS, le rette PA,PB gene- 
rano una superficie conica che ha il vertice 
in P, e le cui generatrici tutte toccano a. 
Viceversa, se PA è una retta tangente a a, 
condotta per P, il piano determinato da 8 e 
da PA sega ff secondo un circolo massimo e, 
a PA, dunijue PA è una generatrice della super- 




toccato in A 



y Google 



— 237 — 
ficie conica. Così abbiamo ottenuto tutte le rette tangenti alla 
sfera e che passano per il punto dato, I piani che toccano 
la sfera, e che passano per P, si trovano subito prendendo quelli 
che toccano la sfera negli stessi punti in cui è toccata dalle 
rette costruito ; infatti il piano tangente a tr in A deve contenere 
tutte le rette che toccano ct in A,, quindi contiene la PA, e 
perciò il punto P. Viceversa, se un piano tangente passa per 
P e tocca in A la sfera, la retta PA è una tangente che passa 
per P e tocca a in A. 

Corollari. — 1" Le tangenti condotte ad una sfera, da un 
punto esterno, sono le generatrici di una superficie conica, ed 
i punti di contatto sono tutti i punti di un circolo minore, il 
cui piano è perpendicolare all'asse della superficie conica, 
infatti il punto A, rotando la figura intorno a SP, genera un 
circolo minore di a, il cui piano è perpendicolare a SP. 

3° Un piano, che tocca o in A e passa per P, contiene 
la sola retta PA tangente ade condotta per P, poiché se ne 
contenesse un'altra PB tangente a tr in B, conterrebbe il punto B 
della sfera e sarebbe un piano segante. Ne segue che tutti 
i piani tangenti ad una sfera, condotti per un punto esterno, 
inviluppano una superficie conica, che ha il vertice nel punto 
preso ed è la stessa superficie conica generata dalle tangenti 
alla sfera condotte per lo stesso punto. 

Definizione. — Una superficie conica, circoscritta ad una sfera, è una 
qualunque delle superficie coniche generate dalle tangenti che passano 
per uno stesso punto esterno alla sfera. 



SS*. Problema 1° — Costruire le rette ed i piani che toc- 
cano una sfera data e sono paralleli ad una retta data. 

Se r è la retta data e se ct è la sfera data, col centro in S, 
il piano S r sega e secondo un circolo massimo e, al quale si 
possono condurre due tangenti AC, BD parallele ad r (232, Pr.2''). 
5e A, B sono i punti di contatto, le rette AC, BD toccano 
pure <r in A, B, e rotando e intorno alla retta a, parallela 
id ?* e condotta per S, generano una superficie cilindrica, che 
ha Sa retta a per asse, e le cui generatrici sono tutte tan- 
genti a o e parallele ad r. Inversamente ogni retta parallela 
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ad r, e tangente a o, è una generatrice ài questa superficie 

cilindrica. Tutti ì punti di contatto A,B, stanno sopra un 

circolo massimo della sfera , quello situato nel piano diame- 



^ 



trale perpendicolare ad r; tutti i piani che toccano la sfera 
nei punti di questo circolo massimo, ed essi soli, sono i piani 
tangenti paralleli ad r, ed inviluppano la stessa superfìcie ci- 
lindrica generata dalle tangenti parallele ad r. 

Definizione' — Una superfleie cilindrica, circoscritta ad una sfera, è 
una qualunque delle superficie cilindriche generate dalle tangenti paral- 
lele ad una stessa retta. 

Problema 2° — Costruire le rette ed i piani che toccano 
una sfera data e sono paralleli ad un piano dato. 

Se TI è un piano dato e se la sfera data è a, conducendo 
dal centro S la perpendicolare a n, e prendendo i punti A,B 
in cui taglia a, i piani tangenti in A,B sono quelli paralleli 
a TI, ed essi soli. Le rette che risolvono il problema sono tutte 
le tangenti nei punti A e B. 

S88. Problema. ■ — Costruire i piani che toccano una sfera 
data e passano per una retta data, che non la sega. 

È naturale che la retta data r non può segare la sfera 
data 0, perchè se per r passa un piano tangente a a, nessun 
punto di questo piano, e quindi nessun punto di r, può essere 
intemo a ff. Se r tocca a, per r passa un solo piano tangente, 
quello che tocca a nel punto di contatto con r, e che già 
sappiamo costruire (286, Pr.}, Se poi tutti i punti di r sono 
esterni rispetto a a, abbiamo un cilindro circoscritto colle 
generatrici parallele ad r (287, Pr. 1°), ed i due piani che lo 
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toccano, e passano per un punto di r, sappiamo costruirli e 
sono quelli cercati, che contengono r e toccano a. 

Corollario. — Per una retta, i cui punti sono tutti esterni 
rispetto ad una sfera, si possono condurre due piani ad essa 
tangenli, e due soli. 

S8». Problema. — Costruire i piani tangenti a due sfere 
date. 

Date due sfere a, a', un piano, condotto per i loro centri S,S', 
le sega secondo due circoli massimi e, e', e, se AA' è una retta 
che li tocca in A, A' (333) , possiamo costruire un piano tt 
che passi per A A' e sia perpendicolare a SA, S'A'; questo 




piano TT tocca le due sfere in A, A'. Viceversa, se ir tocca a,& 
in A, A', i raggi SA, S'A', essendo perpendicolari a tt, stanno 
in uno stesso piano che sega a, & secondo due circoli mas- 
simi e, e', i quali toccano AA' in A, A'; ne segue dunque che 
la costruzione accennata ci fornisce tutti i piani che toccano 
contemporaneamente o, a'. 

Rotando la figura intorno a SS', le due sfere scorrono su 
se stesse, la retta AA' piglia infinite posizioni, le ijuali tutte 
passano per uno stesso punto P dell'asse, e sono le generatrici 
di un cono insieme circoscritto a a, a' ed inviluppato dai piani 
che toccano a, a'. 

Corollari. — 1" I piani tangenti a due sfere, tali che tutti 
i punti di ciascuna siano esterni all'altra, inviluppano due coni 
circoscritti ad ambedue le sfere (233, G. l"). 

Se due sfere si toccano esternamente, hanno un piano tan- 
gente comune, che le tocca nei loro punto di contatto, mentre 
gli altri piani tallenti comuni inviluppano un cono circoscritto 
ad ambedue. 
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Due sfere, che si toccano internamente, hanno un solo piano 

tangente comune, quello che le tocca nel loro punto di contatto. 

Due sfere non hanno piani tangenti comuni, se tutti i punti 

di una sono interni rispetto all'altra. 

2° Quando due sfere hanno ra^i uguali, e tutti i punti 
di una sono esterni rispetto all'altra, abbiamo un cilindro ed 
un cono inviluppati dai piani tangenti comuni (233, G. 3°). 



5. Sfere che soddisfano date condiHoni. 



Z90 Sippiam che um torà i, inlividuati (juanclo si 
conosce il t>uo centio fd il buo lag^io ne se^ue che per un 
punto ai biti ano passano infinite sfere per averne una si può 
piendere il centro m un altro punto arbitrano Anche per 
due punti diti pa'ì^ino infinite sfeip però non possiamo pren- 
deie arbiti ai lamente il centro per una di e3=<e perchè la sua 
posizione e legata come appansce dil seguente 

Teorema 1° — Per due punti passano infinite 
sfere; il luogo dei loro centri è il piano perpendi- 
colare, nel suo punto medio, al segmento ohe ha 
per estremi i due punti dati. 

i^<;'"-<^ Intatti, se A, B sono i due punti dati, il 

/ ;' „\ \ luogo cercato è quello dei punti S per i 

"(; ■ ,A, 1 ] quali SA ^ SB (125, T. 1"), cioè il piano ti 

\2LS^^ perpendicolare ad AB nel suo punto me- 

C2J^ dio G. 

Teorema 3° — Per tre punti dati, vertici di un 
triangolo, passano infinite sfere; il luogo dei loro 
centri è la retta perpendicolare al piano dei tre 
punti dati nel punto da essi equidistante. 
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Infatti, se A, B, G sono i tre punti dati, vertici di un frinir 
il iuogo cercato è ijueflo dei punti S per i quali 
gA = SB = SG (131, C. 2»), cioè la retta perpen- 
dicolare al piano ABC nel punto equidistante 
da A, B, C, ossìa nel centro, del circolo cir- 
coscritto al triangolo ABC. 

Corollari. — 1° Tutte le sCere che passano 
per tre punti, vertici di un triangolo, contengono 
il circolo ad esso circoscritto. 

2" Per una circonferenza data passano infinite sfere, tutte 
quelle che passano per tre dei suoi punti; il luogo dei loro 
centri è la retta perpendicolare a! piano della circonferenza 
data nei suo centro. 

3»i. Teorema. — Per quattro punti dati, vertici 
di un tetraedro, passa una sfera, ed una sola. 

Infatti esiste un punto S, ed uno solo, equidi- 
stante da quattro punti dati A, B, C, D (189, T. 1"), 
vertici di un tetraedro, e perciò centro di una 
sfera a che passa per essi. 

Definizione, — La sfera circoscritta ad un tetraedro è quella ohe 
passa per i suoi vertici; ogni tetraedro, cho ha i vertici sopra una sfera 
data, sì dice in ( 



Corollari. — 1° Per costruire la sfera circoscritta ad un 
dato tetraedro, basta prendere il punto comune a tre dei piani 
perpendicolari agli spigoli nei loro punti medi, e poi costruire 
la sfera o che ha il centro in questo punto e passa per uno 
dei vertici del tetraedro dato. 

2° Una sfera, ed una sola , passa per un circolo dato e 
per un punto preso fuori del suo piano (290, C, 2°). 

Problema. — Data nna sfera, costruire il suo centro. 
Data una sfera d, tiriamo tre corde AB, AC, AD, con uno 
stesso estremo A e non situate in uno stesso piano, e troviamo 
i loro punti medi E, F, G-. Il punto S, comune ai piani per- 
pendicolari ad AB, AG, AD nei punti E, P, G, è il centro cercato. 
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S98. Vi sono infinite sfere clie toccano un piano dato n ; 
per averne una ai può prendere il centro S ad arbitrio ftiori 
di n, infktti, se SA è la distanza di S da ti, !a sfera a descritta 
col centro S e col raggio SA tocca tt in A. 

Vi sono pure infinite sfere che toccano un piano dato in 
un punto dato, però non possiamo prendere ad arbitrio il centro 
per una di esse, perchè la sua posiziono è legata come appa- 
risce dal s 



Teorema 1° — Vi sono infinite sfere che toccano 
un piano dato in un punto dato ; il luogo dei loro 
centri è la retta perpendicolare al piano nel punto 
dato. 

Infatti, se tt è il piano ed A i! suo punto dato, e se o è una 



sfera col centro S, che tocca ir in A, la retta SA deve essere 
perpendicolare a n, e viceversa. 

Teorema 2° — Vi sono infinite sfere tangenti a 
due piani dati che s'incontrano; il luogo dei loro 
centri è costituito dai piani bisettori dei diedri che 
formano. 

Infatti il luogo cercato è quello dei punti equidistanti dai 
due piani dati, che s'incontrano (i25, T. 3°). 

Teorema 3° — Vi sono infinite sfere che toccano 
due dati piani paralleli ; il luogo dei loro centri è 
il piano da essi equidistante. 
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Infatti il luogo cercato è quello dei punti equidistanti dai 
due piani dati paralleli (i27, C. 6°). 

Teorema 4° — Vi sono infinite sfere che toccano 
tre dati piani di un triedro ; il luogo dei loro centri 
è costituito da quattro rette che passano per il 
punto comune ai tre piani dati. 

Infatti, dato un triedro, il luogo cercato è quello dei punti 
equidistanti dai suoi piani (172, T.). 

È facile considerare il caso in cui dei piani dati due siano 
paralleli. Se sono tutti paralleli, non vi è alcuna sfera che li 
tocchi contemporaneamente, 

s»3. Teorema. — Vi sono otto sfere che toccano 
quattro piani dati, di un tetraedro. 

Infetti dato un tetiaedro m wm otto punti equidistinti 
dalle «Jue facce (189 T 2°) 

E facile considerate il caso m cui due dei quatti o piani 
sono paralleli ed il caso m cui anche gli altii due sono 
paralleh Se più di due sono paialleh fra loro non vi sono 
sfeie che li tocchine tutti contemporaneamente 

Corollario — Una delle otto 'ifere che tocuino i piini 
di un tetraedio si costruisce prendendo tome centro il punto 
comune ai piani bispttori d^li angoli mteim (ìé[ tetiaedio 
(189 C 2°) e come rai^^io K %m distanza da una feccia 
Questa sfeia non ha punti esti^mi al tetraedio mentre intece 
It liti e bette non hanno punti interni ad esso 

Defimaiom — 1» Le otto afeie he toccano i piani di n tetnedro 

SI dit.ono ìnso itte quelle sette lie i anno tutti i punti eateini riRpetto 

al tetraedro si distinguono lall ottava chiamandole anche ej; ) se itte 

2» Ogni tetraedro che ha i p ara. tai^pnti ad una "jfeia bi dice ad 



1894. — Analoghi teoremi, per le sfere che toccano rette 
date, si possono dedurre facilmente da proprietà già dimostrate. 
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6. Angoli sferici. 



395' Definizioni. — 1» Due aemicii'Coli massimi, che hanno gli estremi 
□egli stessi punti opposti, dividono la loro sfera in due parti, che si (dicono 
anffoU sferici. 

3» 1 lati di un angolo sferico sono i duo semicircoli massimi che 
lo determinano; i due semicircoli rimanenti si dicono i prolungamenti flei 
lati, i due punti opposti , comuni ai lati , sono i due vertici dell'angolo 
sferico, ed il suo diametro è quello che ha per estremi i vertici. 

j. Cosi due cìrcoli massimi APC, BPD, di una 

stessa sfera a, tanno comuni due punti opposti 
P,P', e si dividono in quattro semieircoli PA, 
PC, PB, PD; due di questi PA-, PB dividono 
!a sfera in due angoli sferici. I lati sono PA, 
PB, i prolungamenti sono PC, PD e i vertici 
sono P, P'. 
Se PA, PB sono ciascuno il prolungamento dell'altro, i due 
angoli sferici, che staccano da a, sono venali e ciascuno è una 




S9ft. Un semicircolo massimo può descrivere una sfera, 
rotando in due direzioni opposte intorno al diametro che 
passa per i suoi estremi. Uno dei due angoli sferici, clie hanno 
per lati PA, PB, si può immaginare descrìtto dal lato PA che 
roti in una data direzione intomo a PP', lìnchè acquisti la 
posizione dell'altro lato PB, ovvero si può immaginare descritto 
dal lato PB che roti nella direzione opposta intorno a PP', 
finché acquisti la posizione dell'altro lato PA. 

Evidentemente dati ì due lati di un aiuolo sferico, e la di- 
rezione in cui si deve movere uno di essi per descriverlo, 
l'angolo sferico è individuato. 

Definizioni. — 1' Dei due lati di un aiuolo sferico, descritto in un 
dato senso, l'origine è quello che lo descrive, l'altro è il termine. 

2* Quando un Iato descrive un angolo sferico, acquista infinite posi- 
zioni che si dicono comprese dentro l'angolo sferico. 

Se è un punto di un angolo sferico, se i suoi vertici 
sono P,P', se la sua origine è il lato PA ed il suo termine è 
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il lato PB, possiamo indicarlo con P.AOB, o P'.AOB; se la sua 
orbine è il Iato PB ed il suo termine il lato PA, possiamo 
indicarlo con P30A-, o P'.BOÀ. 

S99. Definizioni. — 1' Diremo diedro al centro di una sfera ogni 
diedro il cui spigolo passa per il centro. 

Le facce di un diedro al centro s^ano la sfera secondo due 
semieircoli massimi, lati di un angolo sferico, i cui punti appar- 
) tutti al diedro. 



2* Un diedro al centro di una sieri cowjit'/jd quellangjlo sfeii u 
1 CUI lati sono ses^ati sulla sfera d'ine ficte del liedio, pd i ui punti 
appartengono tutti al diedi o 

Ogni angolo sfeiico e compi eso ria un diedro al centro 

i* Sopra um stessa sfeia due angoli sferici si dicono opposti at 
vettti,i quando sono opposti allo spigolo i diedii al centro rhe li eom 
prendono, cioè quando tutti i punti di ciascuno sono opposti a quelli 
dell altio 

4*11 wlido di un angolo sferico e la poizione finita staccata nello 
spazio dall angolo efeiico e dal diedio al centro, che Io compiende 

Se due angoli ■sferici -,ono oppo&ti ai % ertici, i hti di i.ia 
scuno sono i pi olunganienti dei lati dell altro 

Due circoli massimi di una stes'<a ''fera 'staccano da e'«a 
quattro angoli sfeiici, che si sepaiano m due coppie di angoli 
sfeiici opposti ai vertici 

S98. Due semieircoli massimi PA, PB, lati di due angoli 
sferici PAÒB, P-AO^B, giacciono in due parti di piano rA, rB 
che dividono lo spazio in due diedri al centro, cpiando gli 
angoli sferici non sono due semisfere , uno è compreso nel 
diedro convesso, l'altro nel diedro concavo. Se non sarà detto 
esplicitamente , per angolo sferico P.AB intenderemo sempre 
quello P,AOB, che è compreso nel diedro convesso r. AB. 

399- Definizione. — La seiìone normale di un angolo sferico è 
quell'arco dell'equatore, corrispondente ai vertici come poli , che ha gli 
estremi sui lati, ed i cui punti appartengano tutti all'angolo sferico. 
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- 246 — 

Date la golo ■'fé co PAOB, se l'equatore 
corrispo denk. ncontra i lati in A, B, e se 
tutti i p t del buo arco AOB appartengono 
a PAOB la ez o e lormale dell'angolo sfe- 
rico è A.OB oss a 1 arco di circolo massimo 
conipre&o lalla sez one normale SAD del 
diedro al centro che comprende P.A.OB. 

Teorema. — Dato un angolo sferico, se prendiamo 
quei poli dei lati ciascuno dei quali è situato rispetto 
ad essi dalla stessa parte dell'altro, la loro distanza 
sferica è il supplemento della sezione normale del- 
l'angolo sferico. 

Se AOB è la sezione normale dell'angolo sferico PAOB, e 
se A' è il polo del lato PA, situato rispetto ad esso dalla stessa 
parte di PB, e B' il polo dì PB, situato rispetto ad esso dalla 
stessa parte di PA, le rette SA', SB' sono perpendicolari ai 
piani di PA, PE, egerciò SA'B' è suppleniontere di SAB 
(69, C. 5"), quindi A'OB' è supplementare di AOB. 

300. I seguenti teoremi si dimostrano facilmente. 

Teorema 1° — Due angoli sferici uguali appar- 
tengono a sfere uguali. 

Teorema B"* — Gli angoli sferici uguali, che hanno 
sezioni normali uguali, sono compresi da diedri al 
centro uguali, e viceversa. 

Corollari. — 1° Se P.AOB è un angolo sferico compreso 
nel diedro al centro r.AB, essendo r.ÀB s r.BA (37), ne de- 
duciamo P.AOB = pSqA. 

2° Il teorema ultimo vale anche per due diedri al centro 
piatti, nel quale caso i due angoh sferici sono semisfere (205), 
e le loro sezioni normali sono due semicircoli massimi. 

3° Due angoli sferici opposti ai vertici sono uguali. 
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4" Due piani perpendicolari, condotti per un diametro di 
una sfera, la tagliano in quattro angoli sferici uguali. 

Definìzìoae. — Si dice retto ogni angolo sferico compreso da un 
diedro al centro retto, cioè che ha per sezione normale un quadrante. 

Tutti gli angoli sferici retti, di una stessa sfera o di sfere 
uguali, sono uguali (66, C. 2°). 

301. Problema. — Costruire un angolo sferico, di una sfera 
data, che abbia un lato dato e sia uguale ad un angolo sferico, 
preso sulla stessa sfera o sopra una sfera uguale. 

Basta costruire un diedro uguale a quello al centro che 
comprende l'angoio sferico dato, e tale che una sua feccia 
contenga il lato dato, e lo spigolo sia il diametro che contiene 
i suoi estremi (SljPr.S"). 

Definizione — Sopri una stessa sfera più angoli 'Jteiici presi in un 
ceito oidme m diu)no co i?ecuf!i. qiando il temine di ciascimo èTori- 
gine del wi^uente o la quaido ono consecuti i diedn al centro che 
I comprenlont ibi D i^) 

Pm angoli ifei ici consecuti\ i po'-'^ono -w ei e dn ezioni diverse. 

Corollario. — Avendo risoluto l'ultimo problema, possiamo 
costruire sopra una stessa sfera, partendo da un lato arbitrario, 
più angoli sferici consecutivi, le cui direzioni siano fissate, e 
che siano uguali ad angoli sferici dati sopra Ja stessa sfera, o 
sopra sfere uguali, 

303. Più angoli sferici consecutivi, tutti colla stessa 
direzione, tali che il termine dell'ultimo coincida coU'origine 
del primo, ricoprono un certo numero di volte l'intera sfera. 
Possiamo estendere il concetto di angolo sferico , dicendo 
che i semicìrcoii massimi PA, PB di ff sono lati d'influiti an- 
goli sferici, ciascuno descritto da un lato PA, che, movendosi 
sulla sfera sempre in uno stesso senso , finisce col prendere 
la posizione di PB, dopo aver descritto un numero qualunque 
di volte l'intera sfera. Secondo questo concetto un angolo sfe- 
rico è formato da un certo numero di volte la sua sfera e da 
una delle parti staccate su dì essa dai suoi lati. Ogni volta 
che un angolo sferico contiene l'intera sfera , il diedro al 
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centro, che lo comprende, e la sua sezione normale, conten- 
gono un giro, e viceversa. 

Ne segue una naturale estensione del concetto di solido di 
un angoio sferico, il quale può contenere più volte l'intero 
solido della sfera, e dei concetto di segmento di un angoio 
sferico e del suo solido, il quale può contenere più volte una 
intera zona o calotta, ed il suo solido. 

303. 0-li angoli sferici formano una nuova specie di 
grandezze geometriche. 

Dato un angolo sferico, prendendo i, 2, 3, semicircoli 

massimi in esso compresi, veniamo a {lividerki in 2, 3, 4, 

parti, che sono angoli sferici consecutivi (301, B.). 

Diviso un angolo sferico in altri angoli sferici, i piani dei 
loro lati dividono il diedro al centro , che lo comprende, in 
altri diedri; viceversa, diviso un diedro al centro in altri 
diedri, le loro facce segano l'angolo sferico compreso in semi- 
circoli massimi , che lo dividono in altri angoli sferici. Da 
questa osservazione, e dall'ultimo teorema dimostrato, discende 
che gli angoli sferici, di una stessa sfera o di afere uguali, ed 
i diedri al centro che li comprendono o le loro sezioni nor- 
maU, sono grandezze geometriche le quali si possono trattare 
nello stesso modo. Posto ciò, è naturale che estendendo agli 
aiuoli sferici ed ai loro solidi, di una stessa sfera o di sfere 
i^ali , le definizioni e le notazioni poste per le grandezze 
elementari, sì possono dedurre per essi gli stessi risultati che 
abbiamo ottenuto per gU angoli, per i diedri e per gli archi. 
Così possiamo sommare più angoli sferici, di una stessa sfera 
o dì sfere uguali, datì due angoli sferici o i loro solidi, sempre 
di una stessa sfera o di sfere uguali, possiamo affermare che 
necessariamente uno è maggiore, uguale o minore dell'altro, 
e, se sono disuguali, dal maggiore possiamo sempre sottrarre 
i! minore ecc., ecc. Supporremo senz'altro dedotte tutte queste 



301. Due semìcircoli massimi VA, PB di a sono lati dì 
due angoli sferici P.AOB, PAÒ^'B, se non sono t 
quello P.AOB compreso nel diedro al centro r.AB t 
e che ha per sezione normale l'arco AOB, minore del semi^ 
circolo massimo, è minore della semisfera, ì'altro P.AOjB, com- 
preso nel diedro al centrò r.AB concavo, e che ha per sezione 
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normale l'arco AO^B, maggiore del semicircolo massimo, è mag- 
giore della semisfera, L'angolo sferico^^clie abbiamo convenuto 
(298) d'indicare semplicemente con PAB, è quello P.A.OB mi- 
nore della f 



305 Definizione — Duo angoli ^fuici dati sopiauna ste^a afeia 
o sopra stcrp uguali, sono suppìementart se la loro oh h a e ima semi 
«fera, sono complemenfan, ie la loio somma <• un "ingoio nfenco retto 

Se due angoli sferici sono supplementari o complementan, 
sono 'iupplementan o compl(^m*^ntaii anche i diedri al centro 
che li comprendono, e !e loro sez'oni normali, e \icpver=!a 

Corollario — Sono uguali gli angoli sferici fupplpmpnti 
o complementi di ingoh sfeiici uguali (39, T 2° 66, G 4°) 

306 Corollario — Un angolo sfeiico non può csseie 
diviso, m più modi in uno ste^^ìo numeio di piiti uguali 
(60 T) 

Problema. — Dividere un angolo sferico dato in due an- 
goli sferici uguali. 

Basta costruire i! piano bisettore del diedro al centro che 
lo comprende. 

Definizione — 11 circolo massimo hisettme di un involo =tpri j è 
quello pIip 1) di\ide in due angoli afenct «guai 



Si dìce indifferentemente costi un e il e 
ingoio sferico dato ovvero dividerlo pei 



icolo biaeftoiL di un 
meti 



?. Poìiffoni sferici. 



SO? Deflmziom — 1^ E u di 1 11= 

sopra una sfera in modo ohe tre on ec 



2" I punti rhe deteiminauo un polig 
vertici, i óirooli di un poligono sfer co mai 
da due vertici consecutni 



nti pregi in un eerto ordine 
1 qualuncpie non siano sopra 
a figlia c^G Riò!i<ie poligono 

300 sferico si dicono i suoi 
) q lelli n a-simi determinati 
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Cosi, sopra una sfera a, dati ijuattro punti A, B, C D, nel- 
l'ordine scritto, in modo che tre consecutivi qualunque, come 
A, B, C, non siano sopra uno stesso circolo massimo, abbiamo 
un poligono sferico che ha quattro vertici A, B, 
C, n, quattro circoU AB, BC, CD, DA, e si può 
indicare indifferentemente con uno dei simboli 
ABCD, BGDA, CDAE, DABG; se gli stessi ver- 
tici si prendono nell'ordine inverso, si ha lo 
stesso poligono sferico, indicato indifferente- 
mente con uno dei simboli DCBA, CBAD, BADO, ADCB. 

3* 1 lati di un poligono sferico sono gli archi di circolo massimo, 
minori di un semicircolo, che hanno par estremi due vertici consecutivi, 
gli archi rimanenti sui circoli del poligono sferico si àic^no i prùlunff a- 
menti dei lati. 

A' lìperimetro di un poligono sferico è l'arco somma di tutti ì suoi lati . 

I lati di ABGD sono gli archi ABr^BcTcDr DA^ il suo peri- 
metro è^AB"-!- BG + CD + DA. 

Evidentemente un pollone sferico ha lo stesso numero di 
vertici e di lati; stabilito l'ordine dei vertici, ciascun vertice, 
o ciascun lato, ha un vertice, o un lato , precedente e uno 



5= Le diagonali di uii poligono sferico sono gli archi di cii'coli mae- 
simi che hanno per estremi due vertici non consecutivi. 

Le diagonali di ABGD sono quattro archi di circoli mas- 
simi, due dei quali hanno per estremi ì vertici A, G, e due i 
vertici B, D. Il numero delle diagonaU di un poligono sferico 
si trova prendendo il prodotto del numero dei vertici per lo 
stesso numero diminuito di tre. 

6» Un poligono sferico di 3, 4, 5, 6, vertici viene chiamato trian- 
golo, quadrangolo, pentagono, esagono, sferico. 

Il poligono sferico ABGD è un quadrangolo sferico. Quando 
siano dati solamente 1 vertici, senza fissarne l'ordine, abbiamo 
più di un poligono sferico; cosi con gli stessi quattro vertici 
A, B, G, D si possono formare tre quadrangoli sferici ABGD, 
AGDB, AGBD. 
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SOS. Definizioni. — 1^ Un poligono sferjpo si dii!e e. 
cavo, seoondocliè ha o no sulla aaa sfera tutti i vertici situati d» una 
stessa parte rispetto a ciascuno dei suoi circoli. 

Così dei tre ijuaclraiigoli sferici i cui vertici sono gli stessi 
quattro punti A, B, G, D, di una sfera 0, uno ABGD è convesso, 
e gli altri due AGDB, AGBD sono concavi. 

2» Un poligono sferico si dice intrecciato, se almeno due dei suoi 
lati si segano fuori dei vertici. 

I due quadrangoli sferici AGDB, AGBD sono intrecciati. 
Evidentemente ogni pollone sferico intrecciato è concavo. 



in poligono sferico è la linea formata dai suoi lati. 

Teorema. — Sopra una sfera, un cìrcolo massimo 
non può incontrare in più di due punti il contorno 
di un poligono sferico convesso. 

La dimostrazione di questo teorema si può condurre come 
quella del teorema analogo dimostrato per i poligoni piani 
(135, T.). 

30a. Ua punto P può percorrere il contorno di un polìgono 
sferico non intrecciato, ABGD, partendo da una certa posizione 
e movendosi nel senso AB, BC, CD, DA, o nel senso opposto 
BA, AD, DG, GB, BA, ritornando alla posizione iniziale, senza 
mai riprendere, durante il suo movimento non interrotto, una 
posizione già occupata, perciò si vede clie il contomo di uii 
pollone sferico non intrecciato è una linea chiusa, che dinide 
in due parti la sua sfera. 

Definizioni. — 1' Delle due parti in cui la sfera è divisa dal con- 
torno di uno dei suoi poligoni sferici conoessi, una contiene i prolm^a- 
menti dei lati, l'altra no: diremo esterno al poligono sferico convesso 
ogni punto della prima, intemo ogni punto della seconda. 

2» Ciascuna delle due parti staccate dal contorno di un poligono 
sferico non intrecciato, sulla sua sfera, si dice superficie del poligono 
sferico, o più semplicemente poligono sferico, quando non vi sia timore di 
equivoci. 

Delle due superficie determinate dal contorno dì un poligono 
sferico convesso, quando non sarà detto esplicitamente, conside- 
reremo quella che non contiene i prolungamenti dei lati. 
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310. 1 vertici di un gpligono sferico convesso sono tutti situati 
da una stessa parte rispetto a ciascuno dei suoi circoli, dunijue 
due circoli consecutivi del poligono sferico, cioè passanti per 
uno stesso vertice, dividono la sfera in quattro angoli sferici, 
uno dei quali contiene tutti i vertici del poligono sferico. 

Definizione. — I circoli di un poligono sferico convesso determinano 
in ogni vertice c[uattro angoli sferici, quelli ohe contengono tutti i vertici 
del poligono sferico ai dicono gli angoli inferni, o più brevemente i suoi 
angoli, tdtri angoli sferici sono ad essi opposti ai vertici, ed i rimanenti 
si dicono gli angoli esterni del poligono sferico. 

n quadrangolo sferico convesso ABCD ha quatiro angoli 
interni A.DB, B.AG, C.BD, D.CA^ed ha otto angoli esterni 
kM = AJFB, RGÀ s B.HG, G.IB = cSd, DXG~ = BMI. 

Un poligono sferico convesso ha lo stesso numero di vertici, 
di lati e di angoli. 1 suoi angoli esterni sono due a due uguali, 
perchè opposti ai vertici, ed in numero uguale a due volte 
quello dei vertici. 

Ogni angolo interno di un poligono sferico convesso è mi- 
nore di una semisfera. Se un ai^ob interno fosse una semi- 
sfera, si avrebbero tre vertici consecutivi sopra uno stesso 
circolo massimo, ciò che abbiamo escluso ; se fosse madore 
di una semisfera, il prolungamento di uno dei suoi lati divi- 
derebbe l'angolo ed il contorno in due parti, qiilndi si avreb- 
bero vertici situati in parti opposte rispetto al lato, ciò che 
è impossibile, essendo convesso il poligono. 

31ft. Defluizione. — Le parti di retta che passano per 1 vertici di 
iin poligono sferico ed escono dal centro della sua sfera, prese nello stesso 
ordine dei vertici, determinano un angoloide che si dice corrispondente 
al poligono sferico, 

C^i angoloide, che ha il vertice nel centro di una sfera, 
è corrispondente ad un poligono sferico; i punti comuni alia 
sfera ed agli spigoli, presi nello stesso ordine, sono i suoi ver- 
tici, gli archi segali sulla ufera dalle facce sono i suoi lati. 

Se un poligono sferico è intrecciato, anche l'angoloide cor- 
rispondente è intrecciato, e viceversa. Se un poligono sferico 
è concavo o convesso, anche l'angoloide corrispondente è con- 
cavo convesso, e viceversa. 
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Gli angoli di un poligono sferico conyesso sono quelli segali 
dai diedri dell'angoloide corrispondente. 

31%. Definizione. — Sopra una stessa sfera due poligoni sfeiici si 
dicono opposti, quando i vertici di ciascuno sono opposti a quelli dell'altro, 
e presi nello stesso ordine. 

Se due poligoni sferici, di una stessa sfera, sono opposti, gli 
angoloidi corrispondenti sono opposti al vertice, e viceversa ; ne 
segue che due poligoni sferici opposti hanno i lati uguali e 
gli angoli uguali. 

Posto ciò, è chiaro che dalle proprietà di un angoloide si 
deducono proprietà di un poligono sferico, e viceversa. Ci limi- 
teremo ad enunciare le s^uenti, che discendono immediata- 
mente da altre già dimostrate. 

3«3. Teorema 1° — Un lato di un polìgono sferico 
qualunque è minore della somma di tutti gli altri 
(158, T. V), (177, T. 1"). 

Corollario. — 1" Ciascun lato di un triangolo sferico è 
maggiore della diflerenza degli altri due (158, C. 2"). 

Teorema 2" — Il perimetro di un poligono sferico 
convesso è minore di un circolo massimo (158, T. 2") 
(177, T.2"). 

Teorema S" — In ogni poligono sferico convesso 
un angolo qualunque, aumentato di tante volte una 
semisfera, quanti sono i vertici meno due, è mag- 
giore della somma di tutti gli altri (180, T. 1"). 

Corollario. — 2" Ciascun angolo di un triangolo sferico, 
aumentato di una semisfera, è maggioro della somma degli 
altri due (159, T. 1"). 

Teorema 4° — In ogni poligono sferico convesso 
la somma degli angoli è minore di tante volte una 
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semisfera, quanti sono i vertici, ed è maggiore di 
tante volte una semisfera , quanti sono i vertici 
meno due (180, T. 2°). 

Corollario. — 3° In ogni triangolo sferico la somma degli 
angoli è maggiore di una semisfera, ed è minore di tre semi- 
sfere (159, T. 2°). 

314. Supponiamo estese ai triangoli sferici tutte le deiì- 
nizioni poste per i triedri. 

Definizione. — I poli dei lati di un triangolo sferico, situati rispetto 
a ciaseuiLO di essi dalla stessa parte del vertice opposto, sono vertici di 
un altro triangolo sferico, che si <Jioe swpplem^ilare o polare del primo. 

Se due triangoli sferici sono supplementari, sono supplemen- 
tari gli angoloìdi corrispondenti, e viceversa. 

Teorema 1° — Dati due triangoli sferici , se il 
secondo è supplementare del primo, viceversa il primo 
è supplementare del secondo (157, T. 1"). 

Teorema 2° — Se due triangoli sferici sono sup- 
plementari, i lati di ciascuno sono i supplementi delle 
sezioni normali degli angoli dell'altro (157, T. 2"). 

3*5. Teorema 1" — Se due lati di un triangolo 
sferico sono uguali , anche gli angoli opposti sono 
uguali (161, T. 1"). 

Teorema S** — Se due angoli di un triangolo 
sferico sono uguali, anche i lati opposti ad essi sono 
uguali (161, T. 2"). 

Definizione. — E isoscele ogni triangolo sfeiico che lia uguali due 
lati ed i due angoli opposti. 

SIC. Teorema 1° — Se due angoli di im triangolo 
sferico sono disuguali, il lato opposto all'angolo mag- 
gioreèmaggiore del lato opposto airaUro(162,T. T). 
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Teorema 2° — Se due lati di un triangolo sferico 
sono disuguali, l'angolo opposto al lato maggiore è 
maggiore dell'angolo opposto all'altro (162, T. 2"). 

311, Due poligoni sferici, collo stesso numero di vertici, 
possono avere uguali i lati e gli angoli senza essere uguali, 
ciò avviene nel caso di due poligoni sferici opposti, trattandosi 
però di triangoli sferici, possiamo dire che due triangoli sfe- 
rici opposti ed isosceli sono uguali; viceversa, se due triangoli 
sferici opposti sono uguali, sono isosceli (163). 

Due poligoni sferici, che hanno Io stesso numero di vertici, 
sono similmente disposti , se lo sono gli angoloidi corrispon- 
denti (182). 

Teorema 1° — Due poligoni sferici convessi sono 
uguali , se è possibile far corrisponderò i loro lati 
ed i loro angoli, in modo che siano similmente di- 
sposti, ed in modo che si riconoscano uguali tutti 
i lati e tutti gli angoli corrispondenti, eccetto due 
lati consecutivi e l'angolo compreso, o due angoli 
consecutivi ed il lato comune (183, T. 1"). 

Corollario. — i" Due triangoli sferici sono uguali, se hanno 
uguali e similmente disposti due lati e l'angolo compreso, 
ovvero due angoli ed il lato comune (165, T. 1°, 2°). 

Teorema 2" — Due poligoni sferici convessi sono 
uguali, se è possibile far corrispondere i loro lati 
ed i loro angoli, in modo che siano similmente di- 
sposti , ed in modo che si riconoscano uguali tutti i 
lati e gli angoli corrispondenti, eccetto tre lati con- 
secutivi, ovvero tre angoli consecutivi (183, T. ^''j. 

Corollario. — 2" Due triangoli sferici sono eguali, so hanno 
uguali e similmente disposti i loro lati, ovvero i loro angoli 
(166, T. l", 2"), 



yGoosle 



318. Dai corollari precedenti deduciamo che un triangolo- 
sferico è individuato, quando si conoscono: 

1° Due lati e l'angolo compreso, 

2" Due angoli ed il lato comune, 

3» I tre lati, 

4° I tre angoli. 
In ciascuno di questi casi è facile costruire il triangolo 
sferico. 

3i». Teorema. — Se sopra una sfera consideriamo 
tutti i triangoli sferici, che lianno un lato comune 
ed uguale la diiferenza tra la somma degli angoli 
adiacenti e l'angolo opposto, il suo vertice descrive 
due circoli minori, che passano per gli estremi del 
lato comune. 

Sopra una sfera a sia A-B il lato comune a 
tutti i triangoli ABC , che si considerano, 
sia e il circolo minore, che passa per A,B,G, 
e sia P quello dei suoi poli, centro sferico, 
che sta rispetto a e dalla stessa parte del 
lati di ABC. Dobbiamo considerare separala- 
mente due casi, perchè P, G possono essere 
da una stessa parte di AB, o in parti opposte. 
Nel primo caso abbiamo: 

À.BC4-B.CÀ— G.AB=Op+A^ ^-aCP+BPA~ OAP— OPÈ; 
ed essendo isosceli ì triangoli ABP, BCP, GAP, deduciamo : 

A.BG + bBÀ — CAB = £bP 4- EPA ; 
nel secondo caso abbiamo: 

GÌaS— £bG~RCÀsCAP+G'^> APB~À^-|-B.PÀ— B^PC , 
e deduciamo: 

CAB — A.BC — RCA ^ APE + RPÀ, 
dunque in ambidue i casi la diffemiza tra la somma degli 
angoU adiacenti al lato comune AB e l'angolo opposto è il 
doppio dell'angolo sferico A.PB. Ne segue che, movendosi C sul 
circolo e, evidentemente la detta differenza non cambia, e 
quindi tutti i punti di e appartengono al luogo cercato. Ora 
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movendo la sfera e riportandola nella stessa posizione, in modo 
che vengano scambiati i punti A, B, il circolo e prende la 
posizione di un altro circolo e', che pure passa per A,B, il 
suo centro sferico P prende la posizione di un centro sferico P' 
di e*, ed i punti di e' pure appartengono al luogo. Preso un 
altro punto D fuori di e, e', se c^ è il circolo che passa per 
A, B, D, e se Pi è il suo polo, centro sferico situato rispetto 
a e, dalla stessa parte dì D, deduciamo sempre che la diffe- 
renza tra la somma A.BD -|- B.DA e l'angolo D.AB è uguale 
al doppio di A.PB. Ora, se questa differenza è la stessa per i 
triangoli ABC, ABD, è naturale che avremo 

kJPÌÈ = kPB = AÌFB, 
quindi il circolo massimo AP, coincide con AP o con AP' ; 
analogamente si deduce che il circolo massimo BPj coincide 
con BP con BP', dunque Pj coincide con P o con P', e e, 
con e o con e', perciò i punti di e, e' sono ì soli che appar- 
tengono al luogo. 

3SO. Dato un triangolo sferico, dalla somma dei suoi an- 
goli possiamo sempre sottrarre una semisfera (313, C. 3'). 

Definizione. — h'ecoesso dì un triangolo sferico è la differenza tra 
la somma dei suoi angoli ed una semisfera. 

Teorema. — Sopra una sfera, il luogo dei vertici 
lei triangoli sferici che hanno lo stesso eccesso, e 
;otnune il lato opposto, è formato da due archi di 
;ircoli minori , i cui estremi sono i punti opposti , 
iuUa sfera, agli estremi del lato comune. 

Sopra una sfera a sia AB il lato comune a tutti i triangoli 
VBC che si considerano, e siano A',B' i punti opposti ad A,B. 




e P è il polo del circolo e che passa per A',B',C, situato 

De FiOLit. - Ekmenti il Qiometria. 11 
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rispetto ad esso dalla stessa parte dei lati del triangolo sferico 
A'B'Cj_j;appiamo già (319,_T^ che il doppio delT angolo sfe- 
rico A^' è uguale ad A'.B'C -|- B'.CA.' — C.A-'B', ovvero a 
CAB — A'.B'C — B'.GA', secondochè P e G giacciono o no da 
una stessa parte rispetto ad A'B'. Ora gli angoli sferici A'.B'C, 
B'.GA' sono i supplementi di A.BC, B.GA, e di più C.A'B' = CAB, 
perchè opposti ai vertici, dunijue il doppio di A'.PB' o si trova 
sottraendo da una sfera A.BC + B,CA + CAB, cioè la somma 
degli angoli di ABC, o si trova sottraendo una sfera da questa 
somma; in ogni caso però si deduce che questa somma, e quindi 
l'eccesso del triangolo sferico ABC, non varia quando C per- 
corre l'arco A'GB', ovvero l'arco rimanente di e, ma è diversa 
in ambidue i casi. Movendo la sfera e poi riportandola nella 
posizione primitiva , in modo però che vengano scambiati i 
punti A',B' e quindi A,B, l'arco A'GB' prende un'altra posizione 
A'C,B', ed è chiaro che tutti i punti di questi due archi appar- 
tengono al luogo cercato: che poi questi siano i soli punti del 
luogo, si deduce osservando che per ogni triangolo sferico 
ABD di <3, che ha lo stesso eccesso di ABC, si ha un triangolo 
sferico A'B'D, tale che la differenza tra la somma dei suoi 
angoli adiacenti ad AB e l'angolo opposto deve essere uguale 
all'analoga differenza per A'B'C, e quindi D o è un punto di 
A'GB', è un punto di A'C,B'. 

3St. Se ABC è un triangolo sferico, trasportandolo sulla 
sua sfera nella posizione AGD, in modo che B,D cadano in parti 




e rispetto ad AG, abbiamo un quadrangolo sferico ABGl 
convesso, che ha uguali i lati e gli angoli opposti. 

Definizioni. — 1' Diremo parallelogrammo sferico ogni quadrangol 
sferico convesso che ha uguali ì lati e gli angoli opposti. 

Se ABCD è un parallelogrammo sferico , i hiangoli ACE 
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A.CD, formati dai lati colli d a o ale AG, ed i triaugoli BDA, 
BDC, formati dai lati colla d ago le BD, sono uguali. 

Dato un quadrangolo t co d Ha somma dei suoi angoli 
possiamo sempre sottrarre una sfera (313, T. 3°). 

2* L'eccesso di un quadrangolo sferico convesso è la differenza tra 
la somma dei suoi angoli ed una afera. 

Trattandosi di un parallelogrammo sferico ABCD , il suo 
eccesso è doppio dell'eccesso di ciascuno dei triangoli sferici 
che i suoi lati formano con le diagonali AG, BD. 

Corollari. — 1° Dato un parallelogrammo sferico, due 
vertici consecutivi ed i punti opposti sulla sua sfera agli altri 
due stanno sopra uno stesso circolo. 

Se ABCD è un parallelc^ammo sferico, aitiamo 
,^^+d!gA4-GAP = £M^+DlS~+MA"+GAp, 
e B.GDJ-C^DbJ-^D^C = B^+G.DA-j-G.AB-]-RBG; 
ma jCdC^_C.ABj^^!ba ^_RGD, juindi vediamo che_ ^__^ 
A.DG 4-^B-^-D^A +^D = B^ +^m + CAB+D'^a 
e A.DG + D.CA -j- G.AD = B.GD + C-DB + 63C, 

perciò i triangoli sferici AGD, BGD hanno lo stesso eccesso, 
e quindi i punti A,B ed i punti G',D', opposti a G,D, stanno 
sopra uno stesso circolo. 

2° Sopra una sfera il luogo di due vertici consecutivi dei 
parallelogrammi sferici che hanno lo stesso eccesso, e comune 
il lato che ha per estremi gli altri due vertici, è formato da 
due archi di circoli minori, i cui estremi sono i punti opposti 
sulla sfera agli estremi del lato comune. 



IV. Poligoni circoscritti o inscritti al circolo; poliedri 
circoscritti o inscritti alla sfera; poligoni e poliedri 
regolari. 



33S- Deflmìziom. — 1* Se un poligono lia tutti i vertici sopra un 
circolo dato, ai dic« in esso inscritto, e se un eivcolo passa per tutti i vertici 
di un poligono, si dico ad esso circoscritto [235, D.). 

3* 11 raggio di un poligono inscritto è quello del circolo circoacritto. 
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Tre punti di un circolo sono sempre vertici di un triangolo 
inscritto; presso un triangolo possiamo sempre costruire un 
circolo ad esso circoscritto (235, T.). 

Teorema. — Se un quadrangolo convesso è in- 
scritto in un circolo, i suoi angoli opposti sono sup- 
plementari, e viceversa. 

Essendo quattro angoli retti la somma degli angoli di un 
quadrangolo convesso (139, T. 1°), se il teorema è dimostrato 
per due angoli opposti , si deduce subito clie è vero anche 
per gli -altri due. 

Se il quadrangolo convesso DEFG è inscritto nel circolo e 
col centro G, l'angolo D.EG è la metà dell' angolo al centro 
C^, che comprende lo stesso arco EFG^52, T.), e l'angolo 
F.EG è la metà dell'angolo al centro G.EG-, che comprende 
> arco BDG; ma la somma di questi due angoli al 
centro è un giro, cioè quattro retti, dunque 
D.EG -1- F.BG è Uguale a due retti, ossia gli 
angoli opposti D.EG, F.EG sono supplemen- 
tari. Viceversa, se D.EG- 4- F.EG è uguale a 
due retti , e se e è il circolo circoscritto al 
triangolo EPG, dei due archi taghatì dalla EG 
uno EFG comprende l'angolo F.EG, e l'altro nel suo piano è 
il luogo dei vertici degli angoli supplementari, i cui lati pas- 
sano per E,G, dunque D deve essere uno dei suoi punti, e 
perciò e deve essere circoscritto a DEFG. 

Corollario. — Affinchè si possa circoscrivere un circolo 
ad un parallelogrammo, è necessario e sufficiente che sia un 
rettangolo; il centro del circolo è quello del rettangolo. 

393. Definizioni. — 1" Se un polìgono ha tutte le sue rette tangenti 
ad un circolo dato, si dice ad eaao circoscritto, e se un circolo tocca tutte 
le rette di «n poligono, ai dice in easo inscritto (237, Z>. 1", 2»). 

2^ h'apotema di un poligono circoscritto è il raggio del circolo 
inscritto. 

Tre tangenti di un circolo, iali che due qualunque non siano 
parallele, sono rette di un triangolo circoscritto ; preso un 
triangolo, possiamo sempre costruire quattro circoli in esso 
inscritti (237, T.). 
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Teorema. — Se un quadrangolo convesso è cir- 
coscritto ad un circolo, la somma di due lati opposti 
è uguale alla somma degli altri due , e viceversa. 

Se i! quadrangolo convesso DEPG è circoscritto at cìrcolo e, 
e se 1 ''uoi iati DE, EP, PG, GD io toccano 
liei punti H, K, L, M, abbiamo DH = DM, 
EK = EH. FL = FK, GM = GL (233, G. 2°), 
iluiique 

DH+HE-|-GL-f LF ^DM+MG+BIC+KF, 
os'Jia DE + FG = EF 4- GD. 

Viceversa supponiamo che sìa dato il 
quadrangolo convesso DEFG, e clie sia 
DB + FG - EF + GD. Tre rette qualunque DE, DG, EP, del 
quadrangolo, non possono essere tutte parallele, quindi esiste 
sempre un circolo e che tocca i lati DE, DG, EF (237, T.); 
ora sia PG' la rimanente tangente condotta da P a e, e sia G' 
il punto in cui sega la retta DG. Avendo le due relazioni 

DE + FG s EF + GD, DE + PG' = EP + &!), 
se G' fosse un punto del segmento DG, sì dedurrebbe 

PG _ Fa' = GD — G'D s GG', 
e nel triangolo FGG' dovrebbe essere un lato uguale aìla dif- 
ferenza degli altri due . ciò che è assurdo (101, C. 2°). Se G' 
fosse fuori del segmento DG, si deduirebbe 

PO' — PG s G'D— GD = G'G, 
e si cadrebbe nella stessa assurdità, dunque G' deve coincidere 
con Q; e in DEFG si può inscrìvere un circolo. 

Corollario. — Affinchè ai possa ioscrisrere un circolo in 
UQ parallelogrammo , è necessario e sufficiente che sia un 
rombo; il centro de! circolo è quello del rombo. 

3S4. Definizione. — Diremo regolare ogni poligono convesso che 
ha uguali tutti i Iati e tutti gli angoli. 

Un triangolo ei^uilatero ed un quadrato sono poligoni regolari. 

Teorema 1° — Si può sempre circoscrivere ed 
inscrivere un circolo ad un dato poligono regolare. 
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Siano DK = EP = FG = G-H quattro lati consecutivi dì un 
poligono regolare. Essendo convessi i suoi angoli E.DP ^ P.EG, 
le loro bisettrici EC, PC formano con EF gli angoli acuti 
E'Sg s RÌG,e quindi s'incontrano in un punto C (H3,C,2").Ora 
aibiamo EG = FC, ed essendo uguali i tri- 
aiigoliEPG,FGG, perchè EP=FG,EC=PC, 
mentre sono uguali gli angoli compresi^ 
ne segue che FC = GG e F.EG s G^, 
dunque EC = FC = GC e GC è la biset- 
trice di g3S. Proseguendo, arriviamo 
a dimostrare che tutti i segmenti, che 
hanno un estremo in un vertice del poligono e l'altro in G, 
sono uguali fra loro, e che perciò il poligono è inscritto al 
circolo c„ descritto nel suo piano col centro in G e col raggio CE. 

Essendo poi uguali tutte le corde DB, EF, FG, GH, di c^, 

le loro distanze CK, GL, GM, GN, da G sono pure uguali 

(222, T. 1°), dunque il circolo C;, descritto nel piano del poli- 
gono col centro in G e col raggio GK, è inscritto nel poligono, 

e tocca i suoi lati nei punti K, L, M, N, 

Corollario. — 1° Le bisettrici degli angoli di un poligono 
! rette perpendicolari ai lati nei loro punti medi, 
) tutte per uno stesso punto, che è il centro del circolo 
circoscritto e del circolo inscritto al poligono. Ogni poligono 
regolare ha un raggio, un apoteraa ed un centro (75, lì. 2'). 

Teorema 2° — Se più putiti dividono un circolo 
in archi uguali sono vertici di un poligono regolare 
inscrìtto, e le tangenti al circolo nei punti di divi- 
sione sono rette di un poligono regolare circoscritto. 

Questo teorema si dimostra subito osservando che se K, L, 
M, N,.... sono punti consecutivi, che dividono in archi uguali 
un circolo e,, col centro G, facendo scorrere su se stesso 
il piano di Cj, rotando intorno a G come centro, quando K 
viene in L, ciascun altro punto L, M,.... viene nel consecutivo 
M, N, , e le tangenti nei punti E., L, M vengono a coinci- 
dere con le tangenti nei punti consecutivi L, M, N, 

Corollari. — 2° Inscrivere o circoscrivere ad un dato 
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circolo un poligono regolare, che abbia un dato numero di lati, 
eqiiivale a dividere il circolo in un dato numero di archi 
uguali, 0, ciò che è lo stesso, a dividere due diedri piatti in 
un dato numero di angoli uguali. 

3° Dato un poligono regolare inscritto in un circolo, per 
inscriverne un altro, che aibia un numero doppio di verUci, 
basta dividere per metà tutti gli archi minori sottesi dai lati 
del poligono dato. 

Dato un pohgono regolare circoscritto ad un circolo, per 
circoscriverne un altro, che abbia un numero doppio di lati, 
basta dividere per metà tutti gli archi minori, che hanno per 
estremi i punti di contatto di due lati consecutivi del poligono 
dato. 

4° Sono uguali tutti i polloni regolari inscritti o circo- 
SOTÌtti ad uno stesso circolo, o a circoli uguali, che hanno lo 
stesso numero di vertici. 

5° Sono uguali gli angoli di due poligoni regolari che 
hanno lo stesso numero di vertici. 

3»5. Problema l" — Inscrivere o circoscrivere, ad un 
dato circolo, un polìgono regolare di 4, 8, 16, 32,... vertici 

Dato il circolo e, col cento G, costruiamo due suoi dia- 
metri perpendicolari DF, EG. Essendo uguah 
i quattro angoli che formano, saranno uguali 
i quattro archi compresi, e quindi DEFGr sarà 
un quadrato inscritto a e (324, T. 2°). Descri- 
vendo le tangenti D'E", E'F', PW, CD', che 
toccano e in D, E, F, G, costruiamo un qua- 
drato circoscritto D'E'F'G' (324, T. 2"). 

Avendo costruito un poligono ridare, inscritto o circo- 
scritto a e, di 4 vertici, sappiamo ora costruire un poligono 
regolare, inscritto o circoscritto a e, di 8, 16, 32,... vertici 
(324, G. 3"). 

Corollario. — 1° Il lato di un quadrato è doppio del suo 




Problema 2° — Inscrivere o circoscrivere, ad un dato cir- 
colo, un poligono regolare di 3, 6, 12, 24,.... vertici. 

Dato un circolo e, col centro C, prendiamo un ra^o CD, 
e costruiamo il raggio CE, in modo che l'angolo C.DE sia il 
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terzo dì due angoli retti (109, C. 3°), ossìa il sesto dì due angoli 
piatti. L'arco DE sarà la sesta parte 
dì e, e la corda DE sarà ÌI lato dì un 
esagono regolare DEPO-HK inscritto 
a e (334, G. 2°), che è facile costruire, 
costruendo successivamente gli archi 
'EF\'Pa,aHrHK'ngiialia DB(243,Pr.). 
Costruite le tangenti D'E', E'F' F'G', 
G'H', H'K', K'D', che toccano e in D, E, 
F, G, H, K, è costruito un esagono rego- 
lare circoscritto D'E'F'G'H'K'. Evidentemente DFH è un trian- 
golo equilatero inscrìtto, perchè DF = Fir='HD^ e le tangenti 
a e in D, F, H sono lati ùi un triangolo equilatero circoscritto. 
Avendo costruito un poligono regolare, inscrìtto o circoscritto 
a e, di 6 vertici, sappiamo ora costruire un pohgono regolare, 
inscrìtto o circoscritto a e, di 12, 24,.... vertici (334, C. 3"). 




Corollari. — 3° Il lato di un 
1 suo raggio. 



regolare è uguale 



3" Il lato di un triangolo equilatero, circoscritto ad un dato 
circolo, è doppio del lato di un triai^olo equilatero, inscritto 
nello stesso circolo. 

Problema S" — Inscrìvere circoscrìvere, ad un dato 

circolo, un poligono regolare di 5, 10, 20, 40 vertici. 

Baio un circolo e, col centro in C, prendiamo un raggio 
CD, e costruiamo il raggio CE, in modo che l'angolo C.DE sia 
il quinto di quattro angoli retti {114, C). L'arco DE sarà 
la quinta parte di e, e la corda DE sarà il lato di un 
f pentagono regolare D E F G H inscritto 

a e (324, G. 3°), che è facile costruire, 
costruendo successivamente gli archi EF, 
' FGTGHnguali a DE (243, Pr.). Costruite 
le tangenti D'E', E'P', F'G', G'H', H'D', ctie 
toccano e in D, E, F, G, H, è costruito un 
pentagono regolare circoscritto D'E'F'G'H'. 
Avendo costruito un poligono regolare, inscritto o circoscritto 
a Cj di 5 vertici, sappiamo ora costruire un poligono regolare, 
inscritto o circoscritto a e, dì 10, 20, 40,.... vertici (324, C. 3°). 
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Corollario. — 4° L'angolo G.DE è la quinta parte di quattro 

angoli retti; l'angolo B,GD è per conseguenza la quinta parte 

di tre angoli retti, quindi ODE > B,CD, e perciò DE > CD. 

n lato di un pentagono regolare è maggiore dei suo raggio. 

Problema 4° — ■ Inscrivere o circoscrivere, ad un dato 
circolo, un poli^no regolare di 15,30, 60,..., vertici. 

Se la corda DB, del circolo e, è il lato di un esagono rego- 
lare inscritto (325, Pr. 2"), e se la corda DP, pure di e, è il 



lato di un decagono regolare inscritto (325, Pr. 3"), l'arco 
D F è il decimo di e, l'arco D E è il sesto di e, quindi 
F B = DE —"VF è il quindicesimo di e ed PE è il lato di un 
poligono regolare inscritto di 15 iati, che possiamo costruire. 
Dopo ciò è facile costruire poligoni regolari, inscrìtti o cir- 
coscritti a e, di 15, 30, 60,.... vertici. 

Corollario. — 5° La costruzione di un poligono regolare 
dipende dalla costruzione di uno dei suoi angoli. 

Possiamo costruire un poligono regolare di quelli conside- 
rati, che sappiamo inscrivere in un dato circolo, in modo che 
abbia i lati uguali ad un segmento dato. 

316ft. Definizioni. — 1' Quando gli estremi di una linea poligonale 
coincidono con quelli di un arco, e quando tutti i suoi vertici sono punti 
dell'arco, si dice cho la linea poligonale è in esso inscritta, e che l'areo 
è cireoscritiù alla linea poligonala. 

2» Il raggio di una linea poligonale inscritta è quello dell'arco 
circoscritto . 

3* Quando gli estremi di una linea poligonale sono punti dei lati 
dell'angolo al centro, clie comprende un arco, e quando tutte le sue rette 
sono tangenti all'arco, ai dice che la linea poligonale è ad esso circo- 
scritta, e che l'arco è inscritto alla linea poligonale. 

4' h'apotema di una linea poligonale circoscritta è il raggio del- 
l'arco inscritto. 

5» Diremo regolare ogni linea poligonale convessa, che ha uguali 
tutti 1 lati e tutti gli angoli. 
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3*9- Definizioni. — 1° L'angolo al centro^ che comprende una linea 
poligonale inscritta o circoscritta ad «n arco, è qiiello al centro, che com- 
prende l'arco circoscritto o l'arco inscritto nella linea. 

2* Settore poligonale, insoritto o circoscritto ad un settore circolare, 
è la parte finita staccata nel piano del settore circolare da una linea poli- 
gonale, non intrecciata, inscritta o circoscritta all'arco clie comprende il 
settore, e dall'angolo al centro che comprende la linea poligonale. 

3' Un settore poligonale è regolare, quando è regolare la sua linea 
poligonale. 

4» 11 raggio, o Vapotsma, di un settore poligonale, inscritto o cir- 
coscritto ad un settore circolare, è il raggio, o Tapotema, della sua linea 
poligonale. 

Corollario. — Per le linee poligonali regolari, e per i set- 
tori poligonali regolari, si possono enunciare molte proprietà 
dimostrate per i poligoni regolari. Per esempio: 

Si può sempre inscrìvere e circoscrivere un arco ad una 
data linea poligonale regolare. 

Se più punti dividono un arco in archi uguali, sono vertici di 
una linea poligonale regolare inscritta all'arco, e di un settore 
poligonale regolare inscritto al settore circolare che è com- 
preso dall'arco. Le tangenti all'arco, parallele alle rette della 
linea poligonale regolare inscritta, sono rette di una linea poli- 
gonale regolare circoscritta all'arco, che ha lo stesso numero 
di vertici di quella inscritta, e sono rette di un settore poli- 
gonale regolare ciscoscritto al settore circolare, che è com- 
preso dall'arco, e che pure ha lo stesso numero di vertici di 
quello inscritto. 

In un dato arco, o in un dato settore circolare, sappiamo 
inscrivere e circoscrivere le linee poligonali regolari che 
hanno due, quattro,... lati, o i settori poligonali regolari le cui 
linee poligonali hanno due, quattro,.... Iati. 



388. Definizioni. — i' Un prisma è i. 
cilindro, se i suoi poligoni sono inscritti o circoscritti ai circoli basi del 
cilindro, che allora è drcosarìUo o inscritto nel prisma. 

2' Diremo regolare ogni prisma retto, i cui poligoni sono regolari. 

Corollari. -~ 1° Si può sempre circoscrivere ed inscrivere 
un cilindro ad un dato prisma regolare. 

2» Possiamo inscrivere o circoscrivere ad un dato cilindro 
un prisma regolare, che ahbia un dato numero di facce late- 
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rali, quando in un cìrcolo base sappiamo inscrivere, e quindi 
circoscrivere, un poligono regolare che sia base del prisma. 

3° Sono uguali tutti i prismi regolari che hanno uno 
stesso numero di vertici e sono inscritti o circoscritti ad uno 
stesso cilindro, o a cilindri uguali. 

3%ft- Definizioni. — 1' Una piramide è insoritla o ciìvoscritta ad 
un cono, se ha lo stesso vertice, e se il suo poligono è inscritto o cir- 
coscritto al circolo base del cono, che allora è circoscritto o inscritto nella 
piramide, 

2* Segando un cono ed una piramide inscritta o circoscritta con 
un piano, parallelo a quello base, abbiamo an tronco di piramiiJe inscritto 
o circoscritto ad un tronco di cono, il quale poi è circos<ìritto inscritto 
al tronco di piramide. 

3* Uapotema di una piramide, o tronco di piramide, circoscritta ad 
un cono, o tronco di cono, è quello del cono, o tronco di cono. 

4^ Diremo regolare una piramide, se è regolare il suo poligono, e 
se sono uguali i suoi spigoli laterali. 

Le facce laterali di una piramide regolare sono triangoli 
isosceli uguali. 

5» Un tronco di piramide é regolare, se è regolare la piramide a 
cui appartiene. 

Corollari. — 1° Si può sempre circoscrivere o inscrivere 
un cono , o un tronco di cono, in una piramide, o tronco di 
piramide, regolare. 

2° Possiamo inscrìvere o circoscrivere ad un dato cono, o 
tronco di cono, una piramide, o tronco di piramide, regolare, 
che abbia un dato numero di facce laterali, quando nel cir- 
colo base sappiamo inscrivere un poligono regolare, che sia 
base della piramide. 

3° Sono uguali tutte le piramidi regolari che hanno uno 
stesso numero di vertici e sono inscritte o circoscritte ad uno 
stesso cono. 

4° I punti medi degli spigoli laterali di una piramide rego- 
lare stanno sopra uno stesso piano, parallelo al piano base ed 
equidistante da esso e dal vertice. 

I punti medi degli sp^oli laterali di un tronco di piramide 
regolare stanno sopra uno stesso piano, parallelo ai piani delle 
basi ed equidistante da essi. 
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DefiniMone. — 6' La sezione media di utia piramide , o tronco di 
piramide , regolare , è quella fetta dal piano che contiene i punti medi 
degli spigoli laterali. 

330. Deflitiaioni, — 1" Se un poliedro ha i vertici sopra una sfera 

poliedro, si dice ad esso circoscritta (291, D.). 

2' Il raggio di un poliedro inscritto è quello della sfera circoscritta. 

Quattro punti di una sfera, non situati sopra uno stesso 
piano, sono sempre vertici di un tetraedro inscritto; preso un 
tetraedro, possiamo sempre costruire una sfera ad esso cireo- 
scritta (291, T.). 

3> Se tin poliedro ha i suoi piani tangenti ad una sfera data, si dice 
ad essa circoscritto, e se una sfera tocca i piani di lui poliedro, si dice 
in eeao inscritta (293, D. 1», 2'). 

4* Vapotema di un i»liedro circoscritto è il raggio della rfera inscritta. 

Quattro piani tangenti di una sfera, tali che due qualunque 
non siano paralleli e tutti non passino per uno stesso punto, 
sono piani di un tetraedro circoscritto ; preso un tetraedro, 
possiamo sempre costruire otto sfere in esso inscritte (293, T.). 

331- Definizione. — Diremo regolare ogni poliedro convesso che 
ha per facce tutti i poligoni regolari uguali, o che ha tutti gii angoloidi 

Un tetraedro equispigolo ed un cubo sono poliedri regolari. 

Teorema 1° — Si può sempre circoscrivere ed 
inscrivere una sfera ad un dato poliedro regolare. 

Sia ABGDB una faccia di un poliedro regolare, e siano 
A.BC'D'E', A"B"GDE" altre due facce, che abbiano con essa 
comuni i lati A.B, CD, che sono due spigoli del poliedro. Se 
0, 0', 0" sono i centri di queste facce (324, C. 1"), e se P, G 
sono i punti medi degli spigoli AB, CD, le rette OF, O'F 
sono perpendicolari ad AB^ e lejrette OG, 0"G sono perpen- 
dicolari a CD, quindi fSÒ' = G.OO", come sezioni normali 
dei due diedri uguali, che hanno per spigoli le rette AB,CD. 
Siano SO, SO' le perpendicolari ai piani di ABGDE, ABC'D'E' 
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nei punti 0, 0'; giacendo ambedue nel piano OFO', s'incontrano 
necessariamente in un punto S, perchè non essendo F,00' un 
angolo piatto, non possono essere parallele. I triangoli ret- 
tangoli sor , SO'F hanno comune l' ipotenusa SF ed uguali 
i cateti OF, O'F, perchè apotemi di poligoni regolari uguali, 
perciò sono uguali, ed SO = SC; ma anche i triangoli 
rettangoli SOF , SOG sono uguali, perchè hanno comune il 
cateto^ SO eduguali gli altri due_OF, OG^ dunque SF - SG 
e F.OS = G.OS, da cui si ha F'S^= g5^. Ora, considerando 
i triangoli SO'F, SO"G, troviamo che sono uguali, perchè hanno 
uguali i lati O'F, 0"G ed SF, SG e gli angoli compresi, dunque 
se = SO = SO", a.O"S è retto; siccome poi SO" sta nel 
piano OGO", è perpendicolare al piano di A"B"CDE". Resta 
così dimostrato che tutti i sementi, i y" j" 

quali hanno un estremo in S e l'altro 
nel centro di una faccia del poliedro, 
sono uguali e perpendicolari alle fecce; 
perciò S è centro di una sfera, il cui 
raggio è uguale alla distanza di S da 
una feccia, che è inscritta nel poliedro. 
Di più S è centro anche di una sfera 
circoscritta, perchè, essendo tutti i ver- 
tici di una faccia equidistanti dal suo 
centro, tutti i segmenti che hanno un estremo in S e l'altro 
in un vertice del poliedro sono uguali fra loro (123, G.). 

Corollari. — l°Le perpendicolari alle facce dì un poliedro 
regolare nei loro centri, i piani perpendicolari agli spigoli nei 
loro punti medi, ed i plani bisettori dei diedri dol poliedro, 
passano tutti per uno stesso punto, che è il centro di una 
sfera inscritta ed il centro dì una sfera circoscritta. Ogni 
poliedro regolare ha un raggio, un apoleraa ed un centro 
(75, D. 2'). 

2° Tutte le rette ^i, SG, , cho congiungono S coi 

punti medi degh spigoli sono uguali fra loro. 

n centro di un poliedio regolare è centro di una sfera, che 
tocca tutti gli -apigoli nei loro punti medi e sega le facce se- 
condo i circoli ed es^^e inscritti. 
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339. Aibiamo già veduto come si può costruire un te- 
traedro regolare (ISl, Pr.), ed un cubo o esaedro regolare 
(211, C. 5"), che abbiano gli spigoli uguali ad un segmento 
dato. 

Problema 1° — Costruire un ottaedro regolare, che abbia 
gli spigoli uguali ad un segmento dato. 

Prendiamo un ijuadrato ABCD, i cui lati siano uguali al 
segmento dato (335, C. 5°), conduciamo la retta perpendico- 
lare al suo piano nei suo centro 0, e su di essa prendiamo i 
segmenti OB s OF = OA: l'ottaedro ABGDEF è regolare. In- 
fetti i triangoli rettangoli OAE, OAB sono uguali, avendo uguali 
j cateti, quindi lo spigolo AE = AB è uguale al segmento dato. 



Analc^amente si dimostra che tutti gli altri spigoli sono uguali 
allo stesso segmento, e per conseguenza si vede che tutte le 
fecce dell'ottaedro sono triangoli equilateri uguali. Conside- 
rando poi due piramidi come E.ABCD, P.ABGD, si vede subito 
che sono uguali, e quindi che sono uguaU tutti gli angoloidi 
dell'ottaedro, il quale è certamente regolare. 

Problema 3° — Costruire un dodecaedro ruotare, che 
abbia gli spigoli uguah ad un segmento dato. 

Costruiamo un pentagono regolare ABCDE, i cui lati siano 
uguali al segmento dato (325, C. 5"). Essendo l'angolo A.BE 
la quinta parte di sei retti, è chiaro che possiamo costruire 
(170, Pr.) un triedro A.BPB, le cui facce siano tutte uguali 
ad A.BE, e possiamo costruire un pentagono regolare AFH'LE. 
I triedri A.BPE, E.ALD sono evidentemente uguali, perchè 
hanno uguali due facce ed il diedro compreso, quindi ne 
deduciamo che A.PE s É.LD, e perciò vediamo che si può 
costruire it pentagono regolare ELG'KD. Analogamente vediamo 
che si possono costruire gli altri pentagoni regolari DKP'HC, 
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GHL'GB, BG-K'FA. Abbiamo cosi una figura composta di sei 
pentagoni regolari uguali. Il decagono gobbo FK'GL'HF'KG'LH' 
ha i lati tutti uguali al segmento dato. Un angolo come FJÌ^K' 
è la quinta parte di sei retti; infatti i triedri A.BFE, F.K'H'A 




sono uguali, avendo uguali due facce e il diedro compreso, 
quindi F.H'K' s A.BE. Se costruiamo un'altra figura uguale a 
quella costruita con sei pentagoni regolari, abbiamo un altro 
decagono gobbo, che si può far coincidere col primo, in modo 
che non coincidano le due figure. Costruiamo così un dode- 
caedro regolare. 

Problema 3- — Costruire un icosaedro regolare, che abbia 
gli spigoli uguali ad un segmento dato 

Prendiamo un pentagono regolale ABGDE i cui lati siano 
uguali ai segmento dato {325 G 5°) Condotta la retta per- 
pendicolare al piano del pentagono nel suo t-entro 0, possiamo 




nuo»D Du di essa un punto F, in modo che le sue distanze 
A, B, G, D, E siano tutte uguali al segmento dato, poiché 
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AB > OA. La piramide P.ABCDE ha cinque facce laieraiì, 
che sono triangoli equilateri uguali, ed ha uguali lutti i 
diedri , i cui spigoli passano per il vertice P, poiché sono 
diedri di triedri uguali, perchè hanno uguali le Iacee. Ora 
costruiamo altre due piramidi uguali alla precedente, e dis- 
poniamole come le A.BFBaH, B.CFAHK; avremo così 
una figura composta da dieci triangoli eijuiiateri uguali. 
L'esagono gobbo GDEGHK ha i lati tutti uguali al segmento 
dato. Evidentemente D.EC = K..CH ^ &,HE, poiché ciascuno 
di questi angoli è angolo di un pentagono regolar^j^di^^ù 
questi tre angoli sono uguali agli altri tre E.GD, C.DK, H.KG-, 
infatti si vede subito che uno di questi angoli E.GD è uguale 
all'angolo A.BB di un pentagono regolare. Se costruiamo 
un'altra figura uguale a quella costruita , abbiamo un altro 
esagono gobbo, che si può far coincidere col primo, in modo 
che non coincidano le due figure. Costruiamo cosi un icosaedro 
regolare. 

Corollario. — Abbiamo costruito cinque poliedri regolari: 
il tetraedro, il cubo, l'ottaedro, il do kcaedio e licitai. Irò. 
Il tetraedro regolare ha 4 facce, che ''ono tiiangoli {\ lateri, 
4 vertici e 6 spigoli; il cubo ha 6 fkcce che ^ono [ladrati, 
8 vertici e 12 spigoli; l'ottaedro regolare ! a 8 facce che nono 
triangoli equilateri, 6 vertici e 12spigoh il dodecaedio regolare 
ha 12 facce, che sono pentagoni regolari, 20 vertici e 30 spi- 
goli; l'icosaedro regolare ha 20 facce, che sono triangoli equi- 
lateri, 12 vertici e 30 spigoli (218, T. 1"). 

333. Teorema. — Esistono solamente cinque specie 
di poliedri regolari: ì tetraedri, i oubi, gli ottaedri, 
i dodecaedri e gl'icosaedri. 

Dato un poliedro regolare, la somma delle facce di ciascuno 
dei suoi angoloidi deve essere minore di quattro retti, quindi, 
se queste facce sono triangoli equilateri, per un vertice 
ne passeranno o tre, o quattro, o cinque. Nel primo caso è 
evidente che si hanno necessariamente quattro vertici, ed il 
poliedro regolare è un tetraedro; nel secondo caso si ha un 
ottaedro regolare, nel terzo un icosaedro i 
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Se le facce sono quadrati, per un vertice ne possono pas- 
sare solamente tre, ed è allora evidente che il poligono rego- 
lare è un cubo. 

Se le facce sono pentagoni regolari, per un vertice ne pos- 
sono passare solamente tre, ed è allora evidente che il poliedro 
regolare è un icosaedro. Se le facce avessero più di cinque 
lati, almeno tre ne dovrebbero passare per un vertice; ma la 
somma delle facce di ciascun angoloide del poliedro regolare 
sarebbe ma^iore di quattro retti, ciò che è assurdo, dunque 
le sole specie possibili, di poliedri regolari, sono le cinque 
considerate. 
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LIBRO lY. 



TEORIA DELL'EQUIVALENZA 



I. Generalità sulle grandezze. 



331- Lo linee finite, le superficie finite ed ì solidi finiti, 
sono grandezze geometriche. 

Una linea finita può essere limitata da due punti, come 
avviene per un segmento; ma può anche darsi che non sia 
limitata, come avviene per un circolo. Una superficie finita 
può essere limitata da una linea, come avviene per un polìgono; 
ma può anche darsi che non sia limitata, come avviene per 
una sfera. Non sappiamo concepire solidi finiti, che non siano 
limitati da una superficie. 

Definizione. — Se più grandezze geometriche sono tutte linee finite, 
o tutte superficie finite, o lutti solidi finiti, si dicono omoc/enet 

Nelle seguenti ricerche, parlando di grandezze, mtendiamo 
riferirci a tutte quelle fin qui considerate, e quando non e 
detto esplicitamente, considerando insieme più grandezze, uiten 
diamo che siano tutte omogenee. 
Distingueremo le grandezze indicandole con i simboh A,B,(7,... 
Due grandezze uguali ad una terza sono uguali fra ioro 
(12, C. 3°). 



yGoosle 



1, Gi'andesse equivalenti. 

335- Sopra una linea finita possiamo segnare punti che la 
dividano in parti {13, D.), le ^uali pure sono linee finile. 
Abbiamo già veduto esempi di questa divisione, parlando dei 
segmenti (54) e degli archi (245), 

Sopra una superficie finita possiamo segnare linee che la 
dividano in parti (15, D. 1'), le quali pure sono superficie 
finite. Per esempio un parallelogrammo viene diviso in quattro 
triangoli dalle sue due diagonali. 

.Dentro un solido finito possiamo segnare superficie che lo 
dividano in parti (15, D. 2°), !e quali pure sono solidi finiti. 
Per esempio un parallelepipedo viene diviso in quattro prismi 
triangolari dai due piani diagonali, che contengono le due 
coppie di spigoli opposti laterali. 

Date due grandezze uguali, se una di esse è comunque divisa 
in parti, l'altra è sempre divisibile in parti nello slesso modo 
{54, T. 1"). 

33tt. Defluizìone. — Quando due grandezze possono essere divise 
in. uno stesso numero di parti, rispettivamente uguali, si dicono equivalenti. 
(N. XXIX). 

Per indicare che due grandezze A, B sono equivalenti, use- 
remo il simbolo A=.B, Q leggeremo : A è equioalente a B. 

Dato un parallelogrammo ABGD, dividendolo con una dia- 
gonale AC, possiamo disporre in uno stesso piano i triai^oli 




uguali ABG, GDA, in modo che abbiano comuni i iati ugiiaii 
BC, DA e formino un nuovo parallelogrammo A'B'G'D' equi- 
valente al primo. 

Dato un parallelepipedo A,B,CiD, . AjB^GsDj , divìdendolo 
col piano diagonale che contiene gli spigoli AjA,, G^G^, pos- 
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siamo disporre i prismi triangolari uguali AiBjC, . AjB,Gj , 
CjD,A, . CjDiAg in modo che abbiano comuni le tàcce uguali 




BiBjCjCj , DiDjàsAj e formino un nuovo 
A'iB'iG'iD', . A'jB'gC'jD', equivalente al primo. 

33'9. Corollari. — i° Due grandezze uguali sono anche 
equivalenti. 

Se ^ = JS, si ha pure A = B; la proprietà inversa però 
non è sempre vera, regge per esempio nel caso delle gran- 
dezze elementari, poiché per esse l'equivalenza non è altro 
che l'uguaglianza, essendo uguali due grandezze elementari 
che possono divìdersi in uno stesso numero di parti rispetti- 
vamente uguali (54, T. 2°). 

2° Sono equivalenti due grandezze divise in uno stesso 
numero ùi parti rispettivamente equivalenti. Infatti divise le 
parti rispettivamente equivalenti in uno stesso numero di parti 
rispettivamente uguali, anche le due grandezze rimangono 
divise in uno stesso numero di parti rispettivamente uguali. 

338. Teorema. — Due grandezze equivalenti ad 
una terza sono equivalenti fra loro. 

Siano A, B, C grandezze date, e sia A = C, B = C, dob- 
biamo dimostrare che A:=:B. 

Dividiamo ^ e C in uno stesso numero di parti rispettiva- 
mente uguali, come è possibile, essendo per ipotesi A = C; 
poi dividiamo anche iì e C in uno stesso numero di parti 
rispettivamente uguali, come è anche possibile, essendo per 
ipotesi S = C Ora le due divisioni eseguite in C, suddividono 
le parti uguali a quelle di A e le parti uguali a quelle di B, 
e si vede che eseguite queste suddivisioni anche in A, B, 
queste grandezze rimangono divise in uno stesso numero di 
parti rispettivamente uguali, dunque A = B, 
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L'esempio rappresentato nella figura serve a rendere più 
chiara la dimostrazione dei teorema precedente. Le grandezze 
A, B sono due quadrangoli, la grandezza C è un triangolo. 

Abbiamo À = C, perchè ^ e C si possono dividere ciascuna 




in un triangolo ed un quadrangolo i^uali a quelli dell'altra; 
abbiamo B=C, perchè 5 e C si possono dividere ciascuna 
in due triangoli uguali a c[uellì dell'altra. Ora le due divisioni 
eseguite in C suddividono le parti uguali a quelle di ^ e le 
parti uguali a quelle di B, in modo che C viene diviso in due 
triangoli e due quadrangoli ; le stesse suddivisioni si possono 
eseguire nelle A, B, allora ciascuna di esse viene divisa in 
due triangoli e due quadrangoli i^uali a quelli dell'altra, 
ed A=B. 



. So'tn/ma e differenza di grandesxe date. 



339- Definizione. — Una grandeziia, comunque divisa, si dice 
somma dì altre graadezze, pure GOiniiiic[ue divise, quando ogni sua parte 
è uguale ad una parte di queste, e viceversa (^, D.). 

Per indicare che una grandezza A è somma di altro gran- 
dezze B, C, B,.... useremo ii simbolo A:=B-\-C -\- D-\- , 

prendendo arbitrariamente l'ordine delle B, C, D, . . . , e leg- 
geremo : A è equivalente a Bpiù C, più D, più ecc. 

Abbiamo disegnato un esempio nella figura ; il quadrato A è 
somma di un altro quadrato B e di un trapezio C, perchè è 



diviso in un quadrato, uguale a B, ed in due triangoli ed in un 
rettangolo, uguali a due triangoli e ad un rettangolo in cui si 
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può dividere C. Altri esempi sì sono già presentati per le gran- 
dezze elementari (55). 

S40. Teorema 1° — La somma di più grandezze 
non muta, se ad una qualunque si sostituiscono 
altre grandezze, delle quali essa sia somma, e vi- 
ceversa (55, C. 2°). 

Se^ = S-|-C+ , e B = I)^-{-D^-\-- , si deduce 

^ = A4-A+ + C + 

Infatti, per la definizione stessa della somma, sappiamo che B 
si può dividero in modo che tutte le sue partì siano uguali a 

p£u^;i di A, e si possono anche divìdere B e D^, D^, in 

modo che tutte le parti di Jì siano uguali a quelle di B^, i)„... ; 
le due divisioni, es^uite in B, suddividono le sue parti uguali 

alle partì dì ^ e le sue parti uguali alle partì di Z),, Z»,, , 

es^uendo le stesse suddivisioni in A eA m D^, B^ , tutte 

le parti di A, che erano uguali a quelle di B, vengono sud- 
divìse in parti uguali a tutte quelle in cui vengono suddivise 
le parti di D^, D^,..., dunque possiamo al posto della gran- 
dezza B sostituire le D^, D^, , scrìvendo ; 

A = D^■YD^^ -\-C-\- 

Viceversa, se : 

A = D^-\-D^-\- I- C f e se iJ = i>i + Bj 4- , 

si deduce A:=B-[-C-\- Infatti le parti di B che sono 

uguali a tutte le partì dì B^, dividendo D^ in modo che tutte 
le sue parti siano parti di A, vengono suddivise, ed eseguendo 
le stesse suddivisioni in A vengono ad essere uguali a tutte 
le parti di A che compongono B^ . Analogamente possiamo 
fare in modo che le parti di B, uguali a tutte le parti di U,, 
vengano uguali a tutte quelle di A che compongono D^, e 
cosi di seguito ; dopo ciò tutte le parti dì A, che compongono 

B^, D^, , saranno uguali a tutte le partì che compongono 

B, dunque in luogo di O^ , D^, potremo sostituire B, ed 

avremo A — Ii-{-G-{- 

Anche qui, per rendere più chiara la dimostrazione, disc- 
gnamo un —esempio t^nefigura. Abbiamo 4 =; £ + C, perchè 
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il quadrato A si può dividere in un quadrato, uguale al qua- 
drato C, ed in due trapezi, uguali a due trapezi in cui si può 
dividere il trapezio B ; di più B^=Iì^-\- D^, perchè B si può 
dividere in un triangolo uguale a D^ ed in un parallelogrammo 
venale a D^. 

Eseguendo le divisioni e suddivisioni accennate nella dimo- 
strazione del teorema, A viene diviso in un triangolo uguale 



D 



a Di, in un triangolo ed in un trapezio in cui viene diviso D^, 
ed in un quadrato uguale a C, dunque A^l}i-\- D^-\-C. 

La stessa figura, essendo ^ = i), -f- O^ + C e fi = Z>i + D„ 
ci fa vedere che A = B-\-C. 

Teorema 2° — Sono equivalenti due grandezze 
somme di altre grandezze rispettivamente equiva- 
lenti, e viceversa (55, T.). 

Se ^ = C,-fC3+ , fi=:A + A + , e se 

Ci = Di , Cj ~i>a, , si deduce A=B. 

Infatti abbiamo (340, T. i") B = C^-\-C^ + , quindi Cj 

si può dividere in modo che le sue parti siano tutte uguali 
a parti di A, e si può anche dividere in modo che le sue partì 
siano tutte uguali a parti di B; ora le due divisioni, eseguite 
in Ci, suddividono le partì uguali a quelle di 4 e le parti 
uguali a quelle di B, perciò si vede che eseguite queste sud- 
divisioni anche in A ed in B, tutte le parti dì A che formano C^ 
sono uguali alle parti dì B che formano C^. Analogamente pos- 
siamo fare in modo che tutte le partì di A che formano Cj 
siano t^uali a quelle di B che formano pure Cj, e cosi di 
seguito ; ma tutte le parti di A, o di B, sono quelle che com- 
pongono Ci, C^, ed esse sole, dunque A e B vengono ad 

essere divise in uno stesso numero di parti rispettivamente 
uguali, e perciò A = B. 
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Viceversa, s& A=: Ci+ C^ - 
si deduce B = It, -}- D^ -^ . . 

Infatti abbiamo {340, T. !• 
dividendo ^ e S in uno ste 
mente uguali, le parti di A, 
suddivise, ed eseguendo le £ 
le parti di D^ vengono ad 
possiamo fare in modo che 
essere parti di B, e cosi dì 
ed esse sole, compongono i)„ 

Nella figura abbiamo A = 
C^^ 2)^; eseguite le volute 



-..., A=B, 1 



Zfl„ Cj=i)„.., 



') -4 = -Di 4- fl, + , quindi 

ISSO numero di parti rispeltiva- 
, che sono parti di ÌJ„ rimangono 
itesse suddivisioni in D, e B, tutte 
essere parti di B. Analogamente 
tutte le partì di B^ vengano ad 
seguito, allora tutte le parti di B, 
D^. .., dunque B = D,-\- D^+... 
Ci + Cj, B= Di_ -\- 2),, eC^ = Df, 
divisioni e suddivisioni, veniamo 




a dividere Q quadrato A in quattro triangoli ed in due qua- 
drati, rispettivamente uguali a quattro triangoli e a due qua- 
drati in cui resta diviso l'esagono B, per cui A = B. 

La stessa figura, essendo A^B, A^C^-{-C^, e C, = i>„ 
C^=zB^, ci fa vedere che B^^zD^ + Dj. 

Corollario — Una grandezza, somma di altre grandezze, 
è mdipendente dal modo m cui sono divise, e dal modo col 
quale si riuniscono le loro parti per formarla (55, G. 2°). 

DefiniBione — Su itnare date grandezze, significa costruire, quando 
è po>isibile la lori wmma 

Co'ii per esempio sappiamo in ogni caso sommare gran- 
dezze elementaii CSS) 
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341, Postulato IX. 

Se una grandezza è comunque divisa in parti, 
trascurandone alcune non è possibile disporre le 
altre in modo da formare nuovamente la stessa 
grandezza. 

Teorema. — Date due grandezze, se è possibile 
dividerle in modo che nella prima vi siano, insieme 
ad altre, tutte le parti della seconda, non è possibile 
dividerle in uno stesso numero di parti rispettiva- 
mente uguali, e non è possibile dividerle in modo 
che nella seconda vi siano, insieme ad altre, tutte 
le parti delia prima (56, T.}. 

Supponiamo che le grandezze A e B siano divise in modo 
che in A vi siano, insieme ad altre, tutte le parti di S. 
Eseguendo in B un'altra divisione qualunque, vengono sud- 
divise tutte le sue parti, e possiamo eseguire le stesse suddi- 
visioni nelle parti uguali che si trovano in A ; ora trascurando 
tutte le altre parti che entrano in A non è possibile disporre 
le rimanenti in modo da formare nuovamente A (P. IX), 
dunque A& B non si possono dividere in uno stesso numero 
di parti rispettivamente uguali. Trascurando le parti di A che 
non sono parti di B, insieme ad alcune parti di A che sono 
parti di B, le rimanenti non si possono disporre in modo da 
formare nuovamente A (P. IX), dunque A& B non si possono 
dividere in modo che in B, insieme ad altre, vi siano tutte 
le parti di A. 

DefinÌKione, — Di due grandezze date, la prima è maggiore della 
seconda, e la seconda è minore della prima, se è possibile divìderle in 
modo che nella prima, insieme ad altre, vi siano tutte le parti della 
seconda (56, D.). 

Se la grandezza A è maggiore della grandezza B, e quindi 
B minore di A, porremo A>BoB<,A,& leggeremo : A è 
maggiore ài B, o B h m-iHOre di A. 
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n teorema precedente si può enunciare dicendo: se è veri- 
ficato uno dei tre casi A"^ B, gli altri due vengono neces- 
sarianaente esclusi. 

Corollario. — Se A=zB-\-C -\- D -{-. . . abbiamo A > B; 
viceversa, se A'> B, possiamo dividere A, B in modo die in 

A vi siano tutte le parti di B ed altre parti C, D , ed 

allora abbiamo A-= B -\- C-^-D-^ . . . . 

34S. Teorema 1" — Date tre grandezze, se la 
prima è maggiore o minore delia seconda, mentre 
questa è maggiore o minore della terza, anche la 
prima è maggiore o minore della terza. 

Se ^>B e B>C, abbiamo ^ = 5 + fl +...., B=C-\-B-\-... 

(341, C), quindi 4=:C + Z)-|-S-f (340, T. 1°), e 

perciò A>C. Rimane pure dimostrato che, se A<B aB <,C, 
si deduce A<C. 

Corollario. — 1" Date più grandezze, se la prima è maggiore 
o minore della seconda, la seconda è maggiore o minore della 
terza, e cosi di seguito, la prima è pure maggiore o minore 
dell'ultima (56, C. 4"). 

Teorema 3° — Date due grandezze, se la prima 
è maggiore o minore della seconda, una grandezza 
equivalente alla prima è pure maggiore o minore 
di una grandezza equivalente alla seconda (56, C. 1°). 

Se ^ > -B possiamo porre A z=. B -\~ C ■-\- , quindi, sup- 
posto A'= A, B' = B, abbiamo A' =B' -\- C +..,(340, T. 1", 2"), 
e perciò A'>B'. 

Rimane pure dimostrato, se A-CB, che A'<B'. 

Corollario. — 2" Se ^ = B^ + 5j + + C, e se 

S = 5, -|- Bj + , abbiamo A = B + C (340, T. i"), quindi 

A> B, e perciò A>B,-{-B^-\- 

343. Esistono grandezze le (juali, come le elementari, pos- 
sono sempre esser sommate, e sono tali che pars^onandone 
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due, non equivalenti, una si trova necessariamente maggiore 
dell'altra, in modo che è sempre verificato uno dei tre casi 
A'^ B, quando sono esclusi gli altri due. 

Definizione. — 1* Diremo principali tutte le grandezze ohe pos- 
siamo sempre sommare, e (ali che paragonandone due, se non sono equi- 
valenti, necesaariamente una si trova maggiore dell'altra. 

Corollari. — i" È principale ogni grandezza somma di 
grandezze principali. 

2° Date tre grandezze principali, almeno una non è mi- 
nore delle altre due, ed almeno una non è maggiore di nes- 
suna delle altre due (56, G. 3°). 

Definizione. — 2» Una grandezza si dice compresa fra altre due, 
quando è maggiore di una e minore dell'altra. 

Corollario. — S" Date tre grandezze principali , se due 
qualunque non sono equivalenti, necessariamente una è com- 
presa ita le altre due. 

Se due qualunque delle grandezze principali A, B, C non 
sono equivalenti , e se .4 è la mE^iore e (7 la minore, B è 
compresa fra 4, C, e C <B< A. 

344. Definizione. — Se una grandezza è somma di più grandezze, 
ciascuna di esse è differenza della somma e delle altre (57, D. 1'). * 

Se A^B-\-C-\- D-\' , la grandezza B è differenza 

della grandezza A e delle grandezze C, D, ; porremo 

B-=:A — C — D — , prendendo arbitrariamente l'ordine 

delle C,D,....,e lederemo: B è equivalente ad A m&m C, 
ìneno D, meno ecc. 

Corollario. — 1° Se una grandezza è differenza di altre, 
è anche differenza di grandezze ad e^e equivalenti. 

Teorema. ~- Sono equivalenti due grandezze 
prineipalif differenze di altre grandezze rispettiva- 
mente equivalenti (57, C. 2"). 

Se B=:A — C~ e B' = A' — C — , quando 

A=: A', 6' — C , , si ha pure B = B'. Infatti, essendo 

A' = B'^ C -\- , abbiamo A = B'-]-C-\- ... (34,0„;2) T. 
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e priiicipaii B, B' non sono equivalenti, una 
deve essere ma^ìore dell'altra, supponendo B>B', ossia 

B = 0-\-B" -\- , ed essendo A = B-^C~{- , ne 

segue che A = B' + B" ■\- + a + (340, T. 1°), e 

quindi A^ B' -[-C-\- (342, G, 2°), condizione incompa- 
tibile (343) con Taltra A = B' -{-C -\- già trovata, dunque 

B = B'. 

Corollari. — 2" Se " ^ > C possiamo sempre porre 

A=iB' ^B" -\- -\-C, quindi, trattandosi di grandezze 

principali, esiste sempre una grandezza B=:B' ~\-B" -\-. . .. 
differenza di ^ e dì C, e possiamo sempre porre A = B-\-C\ 
questa grandezza B è indipendente dal modo in cui si dividono 
A, C, purché A venga a contenere tutte le parti di C. 

Non solo possiamo affermare che esiste sempre una gran- 
dezza differenza di due grandezze principali, non equivalenti ; 
ma in alcuni casi, come avviene per le grandezze elemen- 
tari (57), questa differenza può essere anche costruita. 

S" È principale ogni grandezza differenza di | 
principali. 

Deflnizìone. — h'oUrarre da una dala grandezza un'altra, ir 
essa, sigiiifioa costruire, quando è possibile, la loro (liifcrenza. 



315. Teorema 1" — Date quattro grandezze, se 
la prima è maggiore, equivalente o minore della 
seconda, e la terza è equivalente alla quarta, una 
grandezza somma della prima e della terza è pure 
maggiore, equivalente, o minore, di una grandezza 
somma della seconda e della quarta (58, T. 1°). 

Se A%B e C = B, e se E=A-\-C, F=B-\-D, abbiamo 
E'^F. Infetti, se A'=:B sappiamo già che A-\-C^=B-\-B 

(340, T. 2°), ossia B—F\ se poi A>B, avendo A=B+B'+ , 

si deduce A-{-C=B-\-d\-1^-\- , e quindi A-\-C>B-\-D 

(342, G. 2°), ossia E> F. Rimane cosi pure dimostrato che, 
se .<1< -e, siìia E<F. 
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Teorema 3° -— Date quattro grandezze prìnei- 
pali, se la prima è maggiore, equivalente, o minore 
della seconda, e la terza, minore della prima, è 
equivalente alla quarta, minore della seconda, la 
differenza tra la prima e la terza è pure maggiore, 
equivalente o minore d3lla differenza tra la seconda 
e ia quarta (58, T. 2°). 

Se le quattro grandezze A, B, C, D sono principali, e se 
A%B, C^^D, essendo per ipotesi A>C, B>D, abbiamo 
E^F, posto E~A — C, F = B — D. Infetti, se A^B sap- 
piamo già che A — C—B—D {344, T.), ossia che B=F; se 
poi A>B, per cui A = B^^ (341, C), avendo E=A — C, 
F=B—D, possiamo porre A = C+F, B=D-{-F (344, D.), 
quindi (338, T.) C + £ = S + £', ossia C+E=D + F'^B' 
(340, T.l"); ma per ipotesi C=D, dunque ì;=Ì*'+jB' (344, T.), 
e lìnalmente E>F {341, C). 

Rimane cosi pure dimostrato che, se ^ < B, si ha £ < F. 

319- Corollari. — 1° Date quattro grandezze, se la prima 
è maggiore, o minore, della seconda, e la terza .è pure mag- 
giore, minore, della quarta, una grandej 
prima e della terza è maggiore, o minore, di una ^ 
somma della seconda e della quarta (58, C. 1°). 

2° Date quattro grandezze princiijali, se la prima è mag- 
giore, o mmore, della seconda, e la terza, minore della prima, 
è minore, o maggiore, della quarta, minore della seconda, la 
differenza tra la prima e la terza è maggiore, o minore, della 
differenza tra la seconda e la quarta (58, G. 2°). 

3" Date quattro grandezze, se la prima è equivalente alla 
seconda, e se la terza è maggiore, o minore, della quarta, una 
grandezza somma della prima e della terza è maggiore, o 
minore, di una grandezza somma della seconda e della quarta 
(58, C. 3°)- 
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A" Date quattro grandezze pnnGipah, se la prima è equi- 
yalente alla seconda, e la terza, minore della prima, è mag- 
giore, o minore, della quarta, minore della seconda, la diffe- 
renza tra la prima e la terza è minore, o maggiore, della 
differenza tra ìa seconda e la quarta (58, G, 4°) 



3. Gi'ande»se m/altiple o summulUple 
di grandease date. 



349 Definizioni — i* Una ^reiidezz» si di <■ m uìhpla di un iltra 
secondo il nuneru 12 3 ([Uindo ti può livideie in parti tali che 
possano formare 1 2, 3 volte 1 altra grandezza 

%' Una grandezza si dice siimm.ultipla di un altra secondo il nu 
mero 12 3 quiado ijueslB è multipla della prima secondo il nu 
mero 1 2 3 

3* Pin grandezze si dicono equ%miìltiple o eqttisuìivinultviile di 
altre, quando sono tutte multiple oiiimmnltiple di esse secondo lo steas 3 
numero (59, D !■> 2." S^) 

Una grandezza è multipla e summultipla di se stessa secondo 
il numero 1. 

La grandezza A è multipla di B secondo il numero 1 , 2, 

3,...., e B è summultipla di A secondo il numero 1, 2, 3, 

se ^ = -B, A^=B-\-B, A = B-\-B-^B, , porremo in 

ogni caso riapettÌYamente 

A = B, A = 2B, A = dB, 

ovvero 

B = A, B = IA, B — \A, 

Dalla prima definizione segue che, posto A:^B,si può scri- 
vere A=2kB, A~Z^B, 

Se ^ è multipla, summultipia, di B, e £ è multipla, o 
summultipla, di C, anche A è multipla, summultipla, di C. 
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34§. Corollario. — Possiamo ritenere che esista sempi'e 
una grandezza multipla di una grandezza principale, secondo un 
numero dato, perchè le grandezze principali si possono sempre 



L'esistenza di una grandezza summultipla di una grandezza 
principale, secondo un numero dato, non dipende in generale 
dai teoremi precedenti, ma deve essere dimostrata in ogni 
caso particolare, come per i segmenti (i29, Pr.), facendo ve- 
dere che la grandezza si può dividere in un dato numero di 
parti equivalenti. 

Teorema V — Se più grandezze sono rispettiva- 
mente equiraultiple di altrettante grandezze corri- 
spondenti, una grandezza somma delle prime, ed 
una qualunque di esse, sono equiraultiple di una 
grandezza somma delle seconde, e della grandezza 
corrispondente tra esse. 

Supponiamo che le grandezze A',S',C",.... siano rispettiva- 
mente equimultiple delle grandezze A,B,C,...., e per esempio 

sia A' = 2A, B' = %B, C =2C ; se (?' = A' + B' + (7'+--, 

e G'=/t + B+C + , G' ed A' sono eijuimultiple di G ed 

A, e precisamente G'—tG. Infatti G' = 2A -\-2B ■\- 2C+.... 
= A 4-J5+ C +.... + ^ -I-5 + C + .... 

Teorema 3" — Se due grandezze sono equiraul- 
tiple di altre due, e se pure queste sono equiraul- 
tiple di altre due, le due prime sono equiraultiple 
delle due ultime. 

Se le grandezze A", B" sono equimultiple rispettivamente 
delle grandezze A', B', per esempio, se A" =: 2A', B" = 2B', 
e se A!,^ sono rispettivamente equimultiple di A, B, per 
esempio A'=SA, B'= 3fì, avendo A"~ A' -\-A', B" = B'-\- B', 
ne deduciamo A" — ZA + ZA, B" = 3B 4- 3B + 3B (340, T. i"), 
ossia A" = QA, B" = GB, dunque anche A", B" sono rispet- 
tivamente equimultiple di A, B. 
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S49. Teorema. — Date due grandezze, se la 
prima è maggiore , equivalente o minore della se- 
conda, una grandezza multipla della prima è pure 
maggiore , equivalente o minore di una grandezza 
equimultipla della seconda (59, T. 1°). 

Se ^1^5 e se, per esempio', C = 2A, D = 2B, abbiamo 
C^D. Infatti, se A=S, essendo C~A + A, D = B-i-B, 
sappiamo già che C^D (340, T. 3°) ; se poi A'>B, avendo 

A^B-j-B'-]- , abbiamo anche A-^-A^B-j-B+B'-i-B'-^-...., 

oasia C =^ D -h B' -\- B' -\- , da cui C> D. Rimane cosi 

pure dimostrato che, se ^ < fi, si ha C < B. 

Corollari. — 1" È principale una grandezza multipla di 
una grandezza principale. 

2° Due grandezze sono equivalenti, se esiste una gran- 
dezza equisummuUipla di ambedue. 

Se, per esempio, C = M,C=ìS abbiamo ^=2C, B^2C, 
e ijuindi A^B. 

Definizione. — Una grandezza è il (^opj^w, il frijjZo, il g«a(Ìj-Mpto, 

di un'altra, se è multipla di essa secondo il numero 3, 3, 4,.... 



3&0. Teorema. — Date due grandezze principali, 
se la prima è maggiore, equivalente o minore della 
seconda, una grandezza principale summultipla della 
prima è pure maggiore, equivalente o minore di 
una grandezza principale equisumraultipla della se- 
conda {59, T. %"). 

Se A^_B e se, per esempio. G = \A, D=:\B, ossia 
^— 2C, S = Sfl, abbiamo C^B. Infatti, se A^B, non 
ere C^D, poiché sarebbe 2CS2i> (349, T.), 
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ovvero A^B, ijuindi, essendo per ipotesi principali le gran- 
dezze date, deve essere C = D (343) ; se poi A > 5 non pos- 
siamo avere (7<Z), poiché sarebbe 2C<2i> (349, T.), ov- 
vero A'^B, quindi, sempre perchè si suppongono principali 
le grandezze date, deve essere OD (343). 
Rimane cosi pure dimostrato che, se A < B, si ha (7 < D. 

Corollari. — i" È principale una grandezza summultipla 
di una grandezza principale, 

2" Due grandezze principah sono equivalenti, se esiste 
una grandezza principale equimultipla di ambedue. 

Se per esempio C=2^, C=2B, abbiamo 4=JC, S=iC, 
e quindi A^^B, supposto che A, B, C siano grandezze principah. 

Deflniaione. — Una gi'audezza è la metà, il terso, il quarto, ài 

un'altra, se è summultipla di essa secondo il numero 2, 3, 4,.... 

351. Supponiamo che A sia una grandezza principale, della 
quale, come avviene per i segmenti, non solo esista la gran- 
dezza multipla secondo qualunque numero dato, ma anche la 
grandezza summultipla, pure secondo qualunque numero dato. 
Le grandezze consecutivamente multiple di A sono 

A,2A,ZA,4A , 

ciascuna è maggiore delle precedenti e minore delle seguenti. 
Le grandezze consecut^amente sumraultiple di A sono 

A,iA,kA,iA, , 

ciascuna e minore delle precedenti e me^iore delle seguenti. 



Riunendo le grandezze multiple e summultìple di A abbiamo 
una serie 

iA,^A,^A,A,2A,'ÒA,4A, 

De Paolis. - Eltintnii di (itomitria. 19 
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di grandezze, che divengono sempre manieri, aumentano, 
crescono, in un senso, e divengono sempre minori, decrescono, 
diminuiscono, nell'altro. 



3518. Postulato X. 

Dati due segmenti, disuguali, possiamo sempre 
trovare un segmento multiplo del minore e maggiore 
dell'altro. 

Corollario. — Siano dati due angoli A.BC, àT&C', e sup- 
poniamo che il primo sia maggiore del secondo. Se l'angolo 
A.EC è acuto, la retta BC dei suo piano, 
,, perpendicolare al lato AB in un punto B, 

,' ! incontra il lato AC in un punto 0(113,0.2"). 

/ i Costruito nel piano dì A.BC l'angolo 

2 / J .^/1 ■^' A.BD,= A\B'G',in modo che ADj,AO ca- 

^f //y' '/ dano da una stessa parte rispetto ad AB, 
/,-/y'' / le rette BC, ADj s'incontrano in un 

^^ / punto D^ (96, C), ed abbiamo BD,<BG. 

A ^J „. Posto ciò, se un multiplo di BD^ mag- 

giore di BC (P. X) è 3BD,, costruiti i 
segmenti consecutivi BD^sDjDj s^DaD^, tutti nella stessa 
direzione di BDj, abbiamo Bì)g>BC, e quindi A5b3>A3G. 
Ora, costruito sulla retta ADj, dalla parto opposta di A rispetto 
a Dj, il segmento A'D^ = AD, , abbiamo due triangoli uguali 
ABD^, A'DjD,, quiniJi A"CaD, = a'TbD^ , A'D3 = AB; perciò, 
essendo AI\> AB (123, T. 1"), i3a] triangolo AA'D^educiamo 
A'.ADa>A.A'I)j (100, T. 1"), ossia aTbB^ > aTd^D^ . Pro- 
seguendo questo rE^onamento , arriviamo a concludere 
che jCeDi> A.DjDj>A.DjDj, ed essendo per costruzione 
A'.B'0' = A'Tm)i abbiamo 3A'.B'C'>A.BC. Resta così dimo- 
strato, supponendo ammesso il postulato precedente, che presi 
due angoÙ acuti, disuguali, si può sempre eostruire un angolo 
multiplo del minore e me^giore dell'altro ; osservando poi che 
qualunque angolo, per mezzo di rette, si può dividere in angoli 
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acuti, possiamo estendere la proprietà enunciata a due angoli 
qualunque. Lo stesso teorema rimane così dimostrato per due 
diedri, disuguali, poiché è vero per le loro sezioni normali, 
per due archi, disuguali, di uno stesso circolo o di circoli 
uguali, poiché è vero per gli angoli al centro che li com- 
prendono , — 

Date due grandezze disuguali, che siano elementari, o archi 
di uno stesso circolo o di circoli uguali, o angoli sferici di una 
stessa sfera o dì sfere uguali, possiamo trovare un multiplo 
della minore maggiore dell'altra. 

Ci si presenteranno poi altri esempi di grandezze per le 
quali si può dimostrare questa proprietà, avendola ammessa 
per i segmenti. 

3&3. Teorema. — Date due grandezze princi- 
pali, non equivalenti, se della minore possiamo tro- 
vare un multiplo maggiore dell'altra, e se la mag- 
giore è divisibile in un numero qualunque di parti 
equivalenti, esiste sempre una grandezza summultipla 
della maggiore e minore dell'altra. 

Date due grandezze A, B, che soddisfino le condizioni 
imposte nell'enunciato del teorema, per esempio £a 
che siano due segmenti, supponiamo A:> B. Se | U 
2B h una grandezza multipla di 5 e maniere 
di A, essendo A <2B, abbiamo ìA < 2JS 
(350, T.), ossia iA<B (347). 

Corollari. — 1" Date duo grandezze principf 
A^:>B, e non é multipla dì B, pi^siamo sempre 
trovare due multipli consecutivi di B, per esempio 
2B, W, tali che A sia compreso fra e 
SB>A>2B. 

2° Date due grandezze principah A, B, se A>B, 
è divisibile in un numero qualunque di partì 
uguali, e se B non è summultiplo di A, possiamo 
sempre trovare due summultiplì consecutivi di 
A, per esempio ^A, lA, tali che B sia compreso 
fra essi, avendo \A>B>^A. 



i A, B, '. 



'Mi- 
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II. Poligoni equivalenti, 

354. So A.BCD è il rettangolo di due segmenti A,B,, 
p e 

r 1 -?.'— j'- 



BsC, (149), scriveremo ABGD = A,B, .B^C,. 
Se ABCD è il quadrato del segmento A[B, (149), cioè il 



D; 



rettangolo A,B,.AiB,, scriveremo ABGD = A,B,*. 

3ii5. Teorema 1° — Dati più segmenti, il ret- 
tangolo della loro somma, e di un altro segmento, è 
la somma dei rettangoli dì ciascuno di essi, e dello 
stesso segmento. 

Inietti, dati i due segmenti A,Bj, BjCj ed un altro segmento 
DE, prendiamo due segmenti consecutivi AB = AjB), BG^BjCj, 
diretti nello stesso senso , ^^per cai 
— ^1 AC = AjB, + BaCj, ed in uno stesso 
"'ì la- piano, che contenga AC, prendiamo 
" ' sulle rette perpendicolari ad AC nei 

punti A,B,C, da uno stesso lato di AC, i segmenti 

I punti F, a, H stanno sopra un a stess a retta pa rallela ad 
AG (127, C. l'\ pe rciò AGFH = AG.DB, ABGH^AA-DE- 
BGFG = BjGj^ DE^; ma AG FH = ABGH + BGFG , dunque 
AG.DB = AiBj.l>E + B5Gs.DÈ, ed il teorema è dimostrato. 

Corollario.— Se un segmento è doppio, triplo, di un 

altro, il rettangolo del primo e di un segmento qualunque è 
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doppio, triplo, del rettangolo del secondo e dello stesso 

semento. 

Se un segmento è la metà, ì! terzo, di wn altro, il ret- 
tangolo del primo e di no altro segmento qualunque è la 
metà, il terzo, del rettangolo del secondo e dello stesso 



Teorema 2° — Dati due segmenti, disuguali, il 
rettangolo delia loro differenza, e di un altro seg- 
mento qualunque, è la differenza dei rettangoli di 
ciaseuno di essi, e dello stesso segmento. 

Infetti, dati due segmenti AiBj>BjG2, ed un altro segmento DB, 
prendiamo due segmenti consecutivi 
AB = AiBi, BCsBjCj, in direzioni 
opposte, per cui AG = AjB^ — B^G^, 
ed in uno stesso piano, eie contenga ■" ' " 
AB, prendiamo sulle rette perpendicolari ad AB nei punti 
A,B,G, da uno stesso lato di AB, i sementi AH=BG=GF=DE. 
I punti F,Gt,H stanno sopra una stessa retta parall ela ad AB 
(127, G. 7;0l_P5^CÌó AGPH — AG.de, ABGH = A^B^ .DE, 
BGFQ = B ^G^.DE ; ma AGF H = ABGH — BGFG , dunqpie 
AG.DE=:A,B,.DE~B„G2.DE, ed il teorema è dimostrato. 



1. Triangoli e paraUelogra/mmi equivalenti. 

356. Teorema. — Se due parallelogrammi hanno 
uguale una base, e l'altezza corrispondente, sono 
equivalenti. 

Disponiamo i due parallelogrammi come ABGD, ABG'D', in 
modo che siano in uno stesso piano, abbiano comune la base 
uguale AB, e giacciano da una stessa parte rispetto ad essa, 
tali le alttìzze corrispondenti ad AB, i lati CD, G'iy 
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sono segmenti dì una stessa retta parallela ad A-B (127, G. 7°). 
Ora dobbiamo distìnguere quattro casi, percliè può darsi che 
CD coincida con CD', che D sia un punto dì CD', che D coin- 
cida con C, e che CD, Gli' non abbiano punti comuni. 

Nel primo caso, coincidendo CD, CD', coincidono i due pa- 
rallelogrammi, ed evidentemente abbiamo ABCD = ABG'D'. 

Nel secondo caso, avendo A.DD'=acC', AD^BC, AD'=BG', 
è ADD' = BGC; ma 



ABCD = ABC'D -\- BCC, ABG'D' = ABG'D -f ADD' , 
dunque ABCD = ABG'D'. 
Nel terzo caso si ha 

ABCD = ABD -t- BCC, ABCD'= ABG'+ ADD' ; 



na sempre ADIV s BCC, dunque ABCD ^ ABG'D'. 
Nel quarto caso, se E è il punto comune ad AD, BC, es- 



sendo AD>AE, se AD non è multiplo di AE, il lato AD è 
sempre compreso fra due multipli consecutivi di AE (353, G. 1"). 
Supposto, per esempio, 3 AE > AD > 2 AE, possiamo tagliare 
sopra AD i due segmenti consecutivi AE = EG, e poi pos- 
siamo condurre dai punti E, a le parallele ad AB, che s^ano 
il lato BC in F, H, il lato BC in E, G', ed il iato AD' in P, H'. 
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Ora ai deduce facilmente che i triai^oli EEF, EPG, PGHI, 
AEP, EF'G', Fa'H' sono tutti uguali fra loro, perchè due qua- 
iunqiue hanno uguali due lati e l'angolo compreso. Se poi 
K, R' sono i punti in cui le rette parallele a BE , AE , con- 
dotte per H, H', segano i Iati CD, CD', i triangoli HKC, H'K'D', 
sono uguali, e sono uguah i trapezi GHKD, OKH'K'C', perchè 
i tre lati DG-, GH, HK e gli angoli compresi del primo sono 
uguali ai tre lati K'H', H'G', GKC ed agli angoli compresi del 
secondo (142, C. 2°), quindi ABCD = ABC'D'. Se il primo 
segmento multiplo di AE e maniere di AD non fosse il triplo 
di AE, la costruzione rimarrehbe essenzialmente la stessa, solo 
varierebbe il numero delle parti rispettivamente uguali in cui 
vengono divisi i due parallelogrammi; se AD fosse multiplo 
di AB, pure rimarrebbe la stessa costruzione, solamente non 
vi sarebbero i trapezi GIHKD, G'H'K'G' ed i triangoli HKC, 
H'K'D', ma sempre si dedurrebbe ABGD == ABG'D'. 

Corollari, — 1" Due parallelogrammi, che hanno uguale 
una base e l'altezza corrispondente, sono equivalenti e si pos- 
sono sempre dividere in uno stesso numero dì poligoni rispet- 
tivamente uguali. 

2" Ogni parallelogrammo è equivalente al rettangolo di 
una sua base e dell'altezza corrispondente. 

3° Se ABCD è un trapezio, essendo AB, CD le sue basi, 
se E è il punto medio di EG, e se la parallela 
condotta da E ad AD sega le rette AB, CD in f^ — ?-- f 
F, G, i due triangoli EF B, EGG sono uguali, / : V^ 
quindi ABCD=AFGD=:AF.HK,, se HK è l'ai- / ■ A 

tezza del trapezio Ora es'^endo BF = CG, per J—j, -^s 

cui AP-f DfT = ^\F = AB-f CD, il segmento 
AF è la metà della somma delle due basi. 

Un trapezio è la metà del rettangolo della sua altezza e 
della somma delle --up ba«! 

35«. Teorema. — Se due triangoli hanno uguale 
una base, e l'altezza corrispondente, sono equivalenti. 

I triangoli ABC, A'B'C abbiano uguali le basi AB,A'B' e le 
corrispondenti altezze. Sia E il punto medio di AB, condu- 
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i punti G,E le paraUele CD, ED alle rette AB, BC, 
se D è il loro punto comune, abbiamo 
un parallelogrammo BCDB. Ora, se F 
è il punto in cui la retta ED incontra 
il lato CA, i triangoli AEF, ODE sono 
j. uguali, dunque si vede sulito che il pa- 
rallelogrammo BCDB è equivalente al 
triangolo A£G. Con una costruzione analoga si può ottenere 
un parallelogrammo B'G'D'E' equivalente all'altro triai^olo 
A'B'C; ora questi due parallelogrammi hanno uguali le basi 
BE, B'B', metà di AB s A'B', e le altezze corrispondenti, che 
sono le altezze uguali dei due triangoli, dunque sono equiva- 
lenti, e perciò ABC = A'B'C (338, T.). 

Corollari. — 1° Pensando alle divisioni e suddivisioni che 
si devono eseguire per dimostrare che due grandezze equi- 
valenti ad una terza sono equivalenti fra loro (338, T.), e sa- 
pendo che due parallelogrammi, 1 quaU hanno uguale una base 
e l'altezza corrispondente, si possono sempre dividere in uno 
stesso numero di polìgoni rispettivamente uguaU (356, G. 1°), 
ne segue che : Due triai^oli, i quali hanno uguale una base e 
l'altezza corrispondente, sono equivalenti e si possono dividere 
in uno stesso numero di poligoni uguah. 

2° Il parallelogrammo EGDE è equivalente al rettangolo 
di BE, metà di AB, e dell'altezza di ABC corrispondente ad 
AB, dunque : Un triangolo è la metà del rettangolo di una 
base e dell'altezza corrispondente. 

3° Ciascuna diagonale divide un parallelogrammo in due 
triangoli i^ali fra loro, ed equivalenti a quelh in cui è diviso 
dall'altra. 

4° Un triangolo è diviso in due triangoli equivalenti da 
ciascuna delle sue mediane. 

5" Dividendo un lato di un triangolo in 2, 3, parti uguali, 

le rette che congiungono i punti di divisione al vertice op- 
posto dividono il U'iangolo in 2, 3, triangoli, ciascuno dei 

quah è la metà, il terzo,.... del triangolo dato. 

6" Possiamo costniire un triangolo multiplo o summultiplo, 
secondo un numero qualunque, dì un triangolo dato. 
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^. Trasfovniasione dei poligoni. 



358- Definìzioue. — TVds/òniiare uà poligono, significa costruirne 
un altro equivalente ad esso. 

Così abbiamo recluto che un paraUelogrammo (356, C. 2"), 
un trapezio (356, G. 3°) ed un triai^olo (357, C. 2°), si po^ 
sono sempre trasformare in un rettangolo. 

Problema 1" — Trasformare un triangolo in un altro, che 
abbia un lato uguale ad un segmento dato, ed un angolo adia- 
cente uguale ad un angolo dato. 

Sulla retta GB del triangolo ABC prendiamo il segmento 
CD uguale al segmento dato, e diretto nello stesso senso dì GB. 
Se è CD = GB, conducendo da A la retta AB, parallela a^, 
e costruendo, nel piano del triangolo dato, l'angolo C.BE 
uguale all'angolo dato, abbiamo risoluto il problema, essendo 
ABC = ODE (357, T.). Se CD, CB non sono uguali, conduciamo 



da B la retta BF, che è parallela alla AD e sega la retta AG 
in un punto F. Se è GD > CB, abbiamo 

ABC = BGF + BAF, GDF — BGF -f BDF ; 

ma BAF = BDP, dunque ABC — GDF. Se è CD<CB, abbiamo 

ABC = ACD-fABD, GDF = ACD + AFD ; 

ma ABD =AFD, dunque anche io questo caso si ha ABC := GDF. 
Dopo ciò, se EP è la parallela a BC condotta da F, costruendo, 
nel piano della figura, C.DB uguale all'angolo dato, abbiamo 
CDEnzCDF, quindi GDE — ABC, ed Q problema è risoluto. 
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FToblema S°~ Trasformare un triai^olo in un altro, che 
abbia un'altezza uguale ad un segmento dato, ed un angolo 
adiacente alla base corrispondente uguale ad un angolo dato. 
Dato il triangolo ABC, prendiamo nel suo 
piano la retta BP, la cui distanza da BG è uguale 
a! segmento dato, e die giace rispetto a BC dallo 
stesso lato dì A; poi chiamiamo F il punto in 
cui s^a la retta AG, e D il punto in cui la retta 
AD, parallela alla FB, s^a la retta BG. Sappiamo 
già che ABG = GDFJ358, Pr. i°); ora costruito, 
nel piano deiia figura, l'angolo G.DB uguale all'angolo dato, 
e chiamato E il punto comune alle rette CE, EF, evidentemente 
GDE=ABC ed il triangolo GDB soddisfa le condizioni imposte 
nei problema. 

Corollari. — 1° Volendo trasformare un triangolo in un 
altro, qualunque sia la costruzione adoperata, se è data una 
base è individuata l'altezza corrispondente, e -viceversa. 

Se ABC, ABC sono due triangoli equivalenti, che hanno la 

st^sa base e sono posti in uno stesso piano, in modo che 

C,C' cadano da una stessa parte di AB, 

^- -■-^' devono essere tonali le loro altezze CD,G'D' 

^/(.\^X/\ corrispondenti ad AB, perchè conducendo 

/P^ / \ da C la parallela ad AB, che incontra la 

/^\ ly -K retta AG in C", si ha ABC'= ABG"=ABG, 

^^ quindi chiamando C"D" un'altezza di ABG", 

se fosse C'D' 5 CD sarebbe G"D" 5 GD, e naturalmente AG"5AG, 

per cui ABG" 5 ABC, contro l'ipotesi, dunque deve essere 

G'D' = GD. 

Viceversa, se i triangoli equivalenti ABG, A'B'G' hanno 

uguali le altezze corrispondenti alle basi 

AB, A'B' deve essere AB=A'B', perchè, 

se fosse AB>A'B', diviso AB in una parte 

AD = A'B', ed m un'altra DB = AB — AD, 

^ " ^ ■" si avrebbe ABG == ADG + DBC ; ma 

ADG=:A'B'C', e perciò ABG > A'B'G', contro l'ipotesi. 

2" In un piano il luogo dei vertici dei triangoli equiva- 
lenti, che hanno comune ìl lato opposto, è formato da due 
rette parallele, equidistanti da quella su cui giace il lato 
comune. 
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3' Due triangoli equivalenti si possono sempre dividere 
in uno stesso numero di poligoni rispettivamente uguali, 
perchè possiamo trasformare uno dei due in un triangolo, 
con una base e l'altezza corrispondente uguale ad una base 
ed all'altezza corrispondente dell'altro, e perchè due trian- 
goli, che hanno uguale una base e l'altezza corrispondente, 
sono eijuivalenti e si possono sempre dividere in uno stesso 
numero di poligoni rispettivamente uguali (357, C. 1°). 
4° Dati più triangoU possiamo sommarli fecilmente. 
Trasformiamo prima i triangoli dati in altri che abbiano 
tutti la slessa altezza (358, Pr. 2°), poi costruiamo un triangolo 
che ahhia un' altezza uguale a qnella di questi triangoli, e la 
base corrispondente uguale alla somma delie loro basi. Pos- 
siamo anche trasformare prima i triangoli dati in altri colle 
basi uguali (358, Pr, i°), e poi eostruire un triangolo che abbia 
la base uguale a |queUa di questi triangoli, e l'altezza cor- 
rispondente uguale alla somma delle loro altezze. 

5° Un poligono convesso, circoscritto ad un circolo, è equi- 
valente ad un triangolo, che ha per altezza l'apotema e per 
base corrispondente il perimetro del pollone. 

6° La superficie laterale di un prisma retto è equivalente 
al rettangolo del perìmetro di un pot^ono base, e dell'altezza 
del prisma. 

7° La superficie laterale di una piramide, circoscritta ad 
un cono, è equivalente ad un triai^olo, che ha per altezza 
l'apotema e per base corrispondente il perimetro del pofigono 
base della piramide. 

La superficie laterale di una piramide circoscritta ad un 
cono, tronco di piramide circoscritto ad un ti'onco dì cono, 
è equivalente al rettangolo dell'apotema e del perimetro della 
sua sezione media. 

359. Problema. — Trasformare un pohgono in un 
triangolo. 

Ogni poligono si può dividere in triangoli. Infatti, se il po- 
ligono è convesso, basta prendere un punto interno ad esso e 
dividerlo con i segmenti che hanno un estremo in questo 
punto e gli altri estremi nei vertici, se il pohgono è concavo, 
cioè se alcune delle sue rette lo dividono in parti, queste parti 
sono poligoni necessariamente convessi, perchè non sono più 
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divisi dalle loro rette, quindi dividendo ciascuno di essi in 
triangoli, anche il poligono dato rimane diviso in triangoli. 
Posto ciò, onde trasformare un poligono in un triangolo, basta 
prima dividere il pollone in triangoli, e poi costruire un trian- 
golo che sia la loro somma (358, C. 4°). 

Corollari. — 1° Quando il poligono dato è convesso, per 
trasformarlo in un triangolo possiamo procedere come segue. 
Dato il poligono convesso ABGDE, da un vertice B possiamo 
condurre la retta BF parallela alla diago- 
nale AC, che unisce i due vertici succes- 
sivi a B, se taglia la retta CD in F, abbiamo 
AFG = ABC, c[nindi ABGDE = AFDE, ed 
abbiamo trasformato il poligono dato in un 
altro con nn vertice di meno; proseguendo in questo modo, 
arriviamo poi a trasformare il poligono dato in un triangolo. 
2" Un poligono si può sempre trasformare in un triangolo, 
che abbia un lato uguale ad un segmento dato, ed un angolo 
adiacente uguale ad un angolo dato (358, Pr. 1"); ovvero in 
un triai^olo, che abbia un'altezza uguale ad un segmento dato, 
ed un angolo adiacente alla base corrispondente uguale ad un 
angolo dato (358, Pr. 2"). 

3° Possiamo sempre costruii'e un ti'iangolo clie sia mul- 
tiplo, summuttiplo, di un dato poligono, secondo un numero 
qualunque. 

4° Un poligono ed un triangolo equivalente si possono 
sempre dividere in uno stesso numero di poligoni rispettiva- 
mente uguali, perchè possiamo dividere in uno stesso numero 
di pohgoni, rispettivamente uguali, due triangoli qualunque 
equivalenti (35S, G. 3°) ; ora dati due poligoni equivalenti, di- 
visi con linee qualunque in uno stesso numero di parti rispet- 
tivamente v^ali, possiamo sempre costruire un triangolo equi- 
valente ad ambedue, e dividere il triangolo e ciascuno di essi 
in uno st^so numero dì poligoni equivalenti. Le due divisioni, 
eseguite nel triangolo, suddividono i poligoni uguali a quelli 
in cui è diviso ciascuno dei due poligoni dati, e dopo eseguite 
in essi le stesse suddivisioni, veniamo a dividerli in uno stesso 
numero di polìgoni rkpettivamente uguali; ma due poligoni 
uguali si possono sempre dividere in triangoli uguali, dunque: 
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Due poligoni equivalenti si possono sempre dividere in uno 
stesso numero di triangoli rispettivamente uguali. 

3«o. Teorema 1" — Possiamo sempre sommare 
quanti si vogliano poligoni dati. 

Infatti basta prima trasformare in un triangolo ciascuno 
dei poligoni dati (359, Pr.), e poi costruire un triangolo che 
sia la loro somma (358, G. 4°). 

Teorema 2° — Dati due poligoni, ciasoano è 
maggiore, equivalente o minore dell'altro. 

Trasformiamo i due poligoni in due triangoli, che abbiano 
uguali due altezze, o le basi; se le basi, o le altezze, corri- 
spondenti sono uguali , naturalmente sono equivalenti i due 
triangoli, e perciò i due poligoni; se le basi, o le altezze, cor- 
rispondenti non sono uguali, una è madore dell'altra, e quindi 
evidentemente un poligono è maggiore dell'altro. 

Corollari. — 1° I poligoni costituiscono una nuova specie 
di grandezze principali. 

2° Supponiamo dati due poligoni, non equivalenti, e tras- 
formiamoli in due triangoli ABG, A'B'G', che abbiano uguali 
le altezze corrispondenti ai lati BC, B'G'. Ora, se BG > B'C, 
cioè se il poligono equivalente ad ABG ^ ^ ■ 

è maniere di quello equivalente ad 
A.'B'C, possiamo trovare un multiplo di 
B'C', per esempio 2B'G', maggiore di 
BC. Presi sulla retta BG i segmenti con- ' ' '' " 

secutivi BD, = D.Dj = D3D3 ~ B'C, diretti nello stesso senso di 
BC, abbiamo BD3 > BG, ABD^ > ABC, od essendo 

A'B'G' = ABDi = AD.Db = AD^Dg, 
ne deduciamo SA'B'C > ABC, dunque il triplo del poligono 
equivalente ad A'B'C è maggiore del triplo di quello equiva- 
lente ad ABC. 

Dati due poligoni, non equivalenti, possiamo sempre trovare 
un multiplo de! minore, che sia maggiore dell'altro, ed un 
summultiplo del m^^iore che sia minore dell'altro (^3, T.}. 
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— 302 — 

3«i. Teorema. — Una diagonale di un paralle- 
logrammo, e le parallele condotte ai lati da uno 
dei suoi punti, lo divìdono in quattro triangoli ed 
in due parallelogrammi, che sono equivalenti. 

Preso un punto E, aopra una diagonale AC di un paralle- 
g y e lograramo ABGD, conduciamo per E le paral- 
lele ai lati, che incontrano AB, BG, CD, DA 
-y nei punti. P, G, H, K, Abbiamo ABC = CDA, 
j yr i' AFE = EKA, EGO = CHE, quindi 

ABC — AFE — EGC = CDA — EKA — CHE 
(344, T.), ossia EHDK = BFBG. 

Problema 1" — Trasformare un parallele^rammo in un 
altro, che abbia un lato uguale ad un semento dato, ed un 
angolo adiacente uguale ad un angolo dato. 

Dato il parallelc^ammo ABCD , sulla retta GB prendiamo 
DG uguale al segmento dato, in modo che G, G siano in parti 
opposte rispetto a D, quindi da G conduciamo la retta GH pa- 
rallela a BC, e chiamiamo H il punto comune alle rette GH, 
r' i-'F 2- x- ^' 6 K. il punto comune alle rette HD, BC. 
Se da K conduciamo la retta KP parallela 
ad AB, che sega GH in F, veniamo a co- 
struire un parallelogrammo HBKF, e, se 
E è il punto comune alle rette AD, KF, 
abbiamo ABCD=;DEFG (361, T.); perciò il parallelogrammo 
dato è stato trasformato in un altro DEFG, con un lato DG 
uguale al segmento dato. Costruito, nel piano della figura, l'an- 
golo G.DF' uguale all'angolo dato, se F' è il punto comune alle 
rette GF', KF, e se E' ò il punto comune alla retta KF ed 
alla parallela DE' condotta da D a GF' , il parallelogrammo 
DE'F'G è quello cercato, poiché ha un lato t^uale al segmento 
dato, un angolo adiacente v^uale all'angolo dato, e poiché 
ABCD — DEPG = DE'F'G. 

Problema 3" — Trasformare un parallelogrammo in un 
altro, che abbia un'altezza uguale ad un segmento dato, ed 
un angolo adiacente alla base corrispondente uguale ad un 
angolo dato. 
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Sìa ABGD il parallelogrammo dato, conduciamo nel suo 
piano una retta KE parallela alla CD, in modo che la sua 
distanza da essa sia uguale al segmento dato, e giaccia rispetto 
a CD nella parte opposta di AB. Se K, E sono i punti comuni 
alle rette KE, BC e KE, DA, chiamiamo H il punto comune 
alle KD, AB, da H conduciamo ia HF parallela a BC, e chia- 
miamo Gr, F i punti in cui incontra le rette CD, KE. Ora 
HBKF è un parallelogrammo, ed abbiamo ABCD=DEFG 
(361, T.), perciò il parallelogrammo dato è stato trasformato 
in un altro DEFG con un' altezza uguale al segmento dato. 
Costruito, nel piano della figura, a.DF' uguale all'angolo dato, 
se F' è il punto comune alle rette GF', KE, e se E' è il punto 
comune alla retta KE ed alla parallela DE' condotta da D a <W, 
il parallelogrammo DE'F'G è quello cercato, poiché ha un'altezza 
i^aie al segmento dato, un angolo adiacente alla hase corrispon- 
dente uguale all'angolo dato, e poiché ABCDz= DEPG —DE'F'G. 

Corollario, — La risoluzione di uno qualunque dei due pro- 
blemi precedenti, come caso particolare, ci permettedi tras- 
formare un parallelogrammo in un rettangolo, che abbia un 
lato uguale ad un segmento dato. 

3fi8. Teorema 1° — Dati due triangoli, se ciascun 
angolo di uno è uguale ad un angolo corrispon- 
dente dell'altro, il rettangolo di un lato di uno e di 
un lato non corrispondente dell'altro è equivalente 
al rettangolo dei lati corrispondenti. 

Dati duetoiangdiABC, A'B 'C, se aSg^àCb'G'. B!GA=B\g"A', 
e quindi GA BsC'a 'b', si ha BG.G'A'=B'C'.CA,CA.A'B'^C'A'.AB, 
AB.B'C" = A'B'.BG. Disponiamo i due » 

triai^oli in modo che coincidano le loro 
rette AB, A'B' ed AC, A'C, poi condu- 
ciamo una retta AD perpendicolare ad 
AB, e su di essa, da uno stesso lato 
rispetto ad A , prendiamo AD s AC, 
AB' = AG'. I triai^oli BGD, B'G'D' hanno '■ 
paralleli i laU CD, CD' (99, C. 1»), ed i lati BC, B'G', perchè 
bTga = bSa, dunque anche i lati DB, D'B' sono paralleU 
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(114, T.). Ciò ba sta per ri tenere che ABD' = AB 'D; ma 
2ABD' = D'A.AB = G'A'.A B, e 2AB'D = CA.AB' = GA.A'B', 
dunque C'A',AB=; CAA'B' ; analogamente si dimostra che 
sono equivalenti gli altri rettangoli formati nello stesso modo. 
Corollario. — i° Inversa mente, da ti quattro seg menti 
A^Bj, AjGa, A',B\, A'^G'^ , se A^B^.A.\G^= A^'^.A^C,, presi 
sopra i lati di due angoli uguali jCSg, A'^B^' i segmenti 
AB = A^B,, AC = Kfi^, A'B' = A',B'„ A'G' s A'^G'^, si dimostra 
analogamente che ciascun angolo di ABC è uguale ad un 
angolo corrispondente di A'B'C', poiché sono parallele le rette 
BD, Biy e CD, CD', e quindi sono parallele anche le rette BC,B'G'. 

Teorema 2" — Il quadrato dell'altezza di un 
triangolo rettangolo, corrispondente all'ipotenusa, è 
equivalente al rettangolo dei due segmenti in cui la 
divide, il quadrato di un cateto è equivalente al 
rettangolo dell'ipotenusa e della sua proiezione su 
di essa. 

Sia AJBC i! triangolo rettangolo dato, BG la sua ipotenusa, ed 
AD l'altezza corrispondente. B^endoj^JBD un ti-iangolo rettan- 
golo, l'angolo B.DA è complemento di A.B0; 
ma anche A.CD è complemento di A.BD, 
dunque B.DA ~ A.CD e sono uguali gli an- 
goli dei triangoli rettangoli ABD, AGD. Ora 
* ■" '^ i lati, non corrispondenti, BD, GD hanno 

ambidue per corrispondente A D , dunque ÀD^ = BD . CD 
(362, T. 1"), Sono i^ali anche gli angoli dei triangoli rettangoli 
ABD, ABG, i iati non corrispondenti BG, BD hanno ambedue 
per corrispondente AB, dunque ÀB''^; BC.BD (362, T. i°). 

Problema. — Trasformare un parallelogrammo in un 
quadrato. 

Trasformiamo il parallelogrammo in un rettangolo (361, C.), 
poi prendiamo BC ^ BD + DC, essendo BD, DG uguali a due 
latì consecutivi del rettangolo, sulla BG come diametro d^cri- 
viamo un semicircolo, e chiamiamo A il punto in cui è segato 
dalla retta AD, perpendicolare nel suo piano a BG in D. H 
) ABG è rettangolo {252, G. 2°), quindi AD' = BD.DG 
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(362, T, 2"), ed il (juadrato fli AD è equivalente al parallelo- 
grammo dato. 

Corollari. — 3° Sapendo trasformare un triangolo in un ret- 
tangolo, possiamo trasformare un poligono qualunque in un 
rettangolo, ed anche in un quadrato, 

3° Dato un segmento AB, se costruiamo un triai^olo iso- 
scele ABC, tale che ciascuno dei due angoli 
uguali sia doppio del rimanente (114, Pr.), pren- 
dendo sopra AB il punto D, in modo che sia ____^^ 
CD - GB = DA, i triangoli ABC, BC» hanno glij^" ■» ■» 
angoli corrispondenti uguali, e perciò AB.BD = AD*. Possiamo 
dunque, dato un segmento, costruire un suo punto, in modo 
che il rettangolo del segmento e di una delle sue parti sia 
equivalente al quadrato dell'altra. 



5" Fropì'ietà dei quadrati dei lati M un, trian- 
golo, ed altre proprietà dedotte dalla teoria 
dei poligoni equivalenti. 

3«3. Teorema 1" — Il quadrato ideila somma di 
due segmenti è la somma dei quadrati di questi 
segmenti e del doppio del loro rettangolo. 

Dati i segmenti A^B^, B^Cg, prendiamo i segmenti consecu- 
tivi AB s A^Bj, BC = BjGj, diretti nello stesso senso, per cui 
AC = AiBi-j-BgC,, quindi, in uno stesso 
piano di AC, costruiamo ì quadrati 
ACDE = AG^ BCFG = B^''. 
Se H, K sono i punti comuni allo rette FG, 
AE e BG, DE, essendo AH = BG = B^Cg, 
AE s AC, abbiamo HE s A, B, ^ Hfl, 
GHEK=A^B^^ FGKD =ABGH = A^Si.S^Gj, ' " 

è dunque chiar o c he ____^__ k~ — c^' 

ÀC'=:A,B/ + BjC5' +2A,Bi-BA- 

Teorema 2° — 11 quadrato della differenza di 
due segmenti è la differenza della somma dei qua- 
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drati di questi segmenti e del doppio del loro ret- 
tangolo. 

Dati i segmenti A^Bi > Bfi^, prendiamo i segmenti conse- 
cutivi AB ^ A,Bj, BG = BjG,, in direzione 
opposta, per cmAG=AiB, — B^Cg, cpiindi 
in uno stesso piano di AB costruiamo i 

quadrati : 

ABDE = A^^ AGPG^AG^, BCHKsB^/, 
i primi due da uno stesso lato di AB e 
l'altro dal lato opposto. Se L è il punto 
comune alle rette F G-. BD. abb iamo 
DEGL =: HKLF ^_A^B^C^, è dunqu e 
chiaro che AG^^AjE^'-f B^C/— 2AiBj.B3Cj. 

364. Teorema. — 11 quadrato dell'ipotenusa di 
un triangolo rettangolo è la somma dei quadrati dei 
due cateti. 

Se ABC è un triangolo rettangolo, costrniarao nel suo piano 
i quadrati BGDE — BC^, ABFG^AB^ GAHK=ÀG', in modo 
che ciascuno giaccia, rispetto al lato su cui è descritto, nella 





parte opposta a quella del triangolo. Essendo retti gli angoli 
A.BC, A.BG, AGH, i segmenti AB, AH appartengono ad una 
stessa retta EH, ed i segmenti AG, AG- appartengono ad una 
stessa retta GG. Ora l'angolo B.AE è la somma dell'angolo 



y Google 



— 307 — 
S!gA- 6 di UD angolo__rotto B^, l'aiuolo B^ è la somma 
dello stesso angolo B GA e di un angolo retto B.AF, dunque 
B.AB s BÌGF, ed essendo BA = BF, BE s BC, i due triangoli 
ABE, CBF sono uguali. 

Tiriamo da A la retta perpendicolare alle rette BC, ED, e 
chiamiamo L, M i punti in cui le incontra. ìl quadrato ABFG 
ed ìl trìai^olo CBF hanno la stessa base BF e le altezze cor- 
rispondenti uguali, perciò ABFG = 2CBF, il rettangolo BEML 
ed il triangolo ADE hanno la stessa base BE ed uguali le al- 
tezze corrispondenti, perciò BEML = 2ABE ; ora GBF s ABE, 
quindi ABFG = BEML. 

Analogamente si dimostra che AGKH ^ CDML, dunque 
BGDE == BEML + GDML = ABFG + AGKH, ossia 
BC'' = AB^ + ÀCl 

Corollari. — 1" Il quadrato di un cateto di un triangolo 
rettangolo è la ditferenza del quadrato dell'ipotenusa e del 
quadrato dell'altro cateto. 

2° Possiamo facilmente servirci del teorema precedente 
per costruire un quadrato somma, o differenza, di quadrati 
dati. 

3«5. Teorema 1° — Dato un triangolo con un 
angolo ottuso, il quadrato del lato opposto è la somma 
dei quadrati degli altri due lati e del doppio dei 
rettangolo di uno fra essi e della proiezione del- 
l'altro sulla sua retta. 

Sia dato il triangolo ABC, sia a3g un angolo ottuso, e sia 
AD la proiezione del lato AB sulla retta AG. Essendo ottuso 
l'angolo A3C il punto A è__compreso fra C, D, e si ha 
CD s CA +Ap, per_cui CD* =: AC'+ AD' -|- 2AC.AD (363, T. !•>); 
ma GD^+D^=Btf (364, T), du nque ^ 

BC^ = AG' + AD^ + DB* + 2AC.AD. ^ 

Ora AD* + DB' = AB' (364, T.), dunque // ^ 

BC- =t AB' + AG* + 2AG.AD, X L.ì 

relazione che esprime il teorema enunciato. ^ ^ 
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Teorema 3*" — ■ Dato un triangolo, il quadrato di 
un lato, opposto ad un angolo acuto, èia differenza 
della somma del quadrati degli altri due lati e del 
doppio del rettangolo di uno fra essi e della proie- 
zione dell'altro sulla sua retta. 

Sia dato il triangolo ABC, sia A.BG un arsolo acuto, e sia 
A.D la proiezione del Iato AB sulla retta AG. Può darsi elio 
D sia un punto di CA, ovvero G un punto di DA; ma non può 
mai essere A un punto di CD, perchè per ipotesi A.BC è un 
angolo acuto. Nel primo caso abbiamo CD ^ AG — AD, nel 
secondo caso abbiamo GD = AD — AC, 
quindi sempre_ 

"~" : A^' + ^' — 2AC.AD (363, T. 2") ; 
__ _ _ GD^ DB' = Btf (364, T,), 
dunque_BG^ =_MÌ^ + AD^ -f DB' — 2AG.AD. 
Ora AD^ 4- DB^ A^_(354, T\), du nque 

BC^ = AB' + AG' — 2AG.AD, 
relazione che esprime il teorema enunciato. 

Corollario. — Abbiamo veduto che se un angoio di un 
triangolo è ottuso, retto o acuto, il quadrato del lato opposto 
è ma^iore, uguale o minore, della somma dei quadrati degli 
altri due lati, ne segue inversamente che se il quadrato di 
un lato è maniere, uguale o minore, della somma dei qua- 
drati degli altri due, l'angolo opposto è ottuso, retto o acuto. 

3ft«. Teorema 1° — Sono equivalenti i rettangoli 
di tutte le coppie di segmenti condotti ad un circolo 
da un punto, fissato nel suo piano, e situati sopra 
una stessa segante. 

Se nel piano di un circolo e 
prendiamo un punto P, esterno 
intemo, e da esso conduciamo 
al circolo i segmenti PA, PB 
e PC, PD, situati sulle stosse 
i AB, CD, abbiamo due triangoli PAG, PBD, i cui aiuoli 
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corrispondenti sono uguali, poiché evidentem ente P .AC =P.BDi 
e BAD = CAD (252, C. i% dunque PA^PB = PGPD (362, T. 1=). 

Corollario. — 1° Inversamente, se abhiamo PA.PB = PC.PD, 
se ne deduce che sono uguali gli angoli corrispondenti dei 
triangoli PAG, PBD (368, G. 1°), quindi SaDsGAD, ed A, B, C, D 
sono quattro punti di uno stesso circolo. 



Teorema 3° — 11 rettangolo dei segmenti con- 
dotti ad un circolo da un punto esterno, fissato nel suo 
piano, e situati sopra una stessa segante è equivalente 
al quadrato di un segmento condotto dallo stesso 
punto tangente al circolo. 

Se nel piano di un circolo e prendiamo un punto esterno P 
e da esso conduciamo al circolo i segmenti PA, PB, situati 
sopra una stessa segante, ed un segmento 
tangente PC, gh angoli corrispondenti dei 
triangoli PAC, PBG sono uguali, poiché 
G.PA = KGk (25 3, T. 1° ), ej;_angolo P'Sfì 
è comune, dunque PA.PB = PG^ (362, T. 1"). 

Corollari. — 2" Inversamente, se abbiamo PA.PB=PC , 
se ne deduce che sono uguali gli angoli corrispondenti dei 
triangoli PAG, PBC (362, G i"), qumdi C.PA = aCA, ed A, B, G 
sono tre punti di un circolo, che è tangente in G alla retta PC. 

3' Osservando che due seganti condotte da un punto ad 
una sfera stanno in un piano, che sega la sfera in un circolo, 
dalle proprietà ora dimostiate possiamo dedurre che: 

Sono equivalenti i rettangoli di tutte le coppie di seg- 
menti condotti da un punto ad una sfera, e situati sopra una 




Il rettangolo dei 'ìegmenti condotti ad una sfera da un punto 
esterno, e situati sopra una stessa segante, è equivalente al 
quadrato di un segmento condotto dallo stesso punto tangente 
alla sfera. 
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acìi. Teorema. — Se un quadrangolo convesso 
è inscritto in un circolo, il rettangolo delle diago- 
nali è equivalente alla somma dei rettangoli dei lati 




Sia ABGD un qiiadrangolo convesso inscritto in un circolo 
,■ conduciamo la retta A.E, in modo che incontri BD in E, 
sia A. BE = ÀXD. I triangoli ABE, ACD hanno gli an- 
goli corrispondenti uguali, poiché abhiarao 
'^ B.AE^ CAD ( 852, G. 1"), dunque (362, T. i") 

AB.CD = AG.BE ; ma anche i triangoli ADE, 
ABC hanno gli angoli corrispondenti uguali, 
perchè A.DB ~ A,BC, essendo 

jCdè-jCbd— Ob ed aSc^a.bd — XCD, 

ì perchè G.AB =. DAB (858 , C. 1 °), dunque B C.DA — AG.ED. 
Posto ciò, possiamo dire che AB.CD+B C.DA= AG.BE-f AG.ED 
(345, T. 1°); ora i rettangoh AG.BE, AG.ED hanno un Iato 
comune AC, quindi la loro somma è equivalente al rettangolo 
di questo lato e della somma BE -)- ED = BD degh altri due 
(355, T. 1"), dunque 

AMD -i- BCJÌA ~ AG.ED. 



III. Prismi equivalenti. 
\ ABGD . A'B'C'D' è il parallelepipedo rettangolo 



dei segmenti A,B,, BjCj, GaDg (2H), scriveremo 
ABGD. A'B'C'iy = A,B..B»G,.G,D3. 
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ì ABCD.A'B'C'D' è il cubo del segmento A,B, (Sii), cioè il 



parallelepipedo rettangolo AiBi,A.[B|.A,B,, scriveremo 
ABCD . A'B'G'D' — 'K^f'. 



1. 'Pris-mÀ tT'iangolm'i 
e pm-allelepipeM equivalenti. 



se». Teorema 1° — Se due prismi triangolari 
hanno uguali le sezioni normali e gli spigoli laterali, 
sono equivalenti. 

Siano ABG.A'B'C, A,B|G, . A\B',G/ due prismi triangolari, 
che abbiano uguali gli spigoli laterali e le sezioni normali 
BEF, 1>,E,P,. Facendo coincidere DEP, D,E,F„ le rette A,Aj', 




BjB/, G,G/ vengono a coincidere colle rette AA', BE', CG', 
perchè perpendicolari allo stesso piano negli stessi punti ; dì 
più potendo far coincidere due sezioni normali qualunque 
(201, G. i"), ed essendo uguali per ipotesi gli spigoli laterali^ 
possiamo sempre fere in modo che i due prismi, nella nuova 
posizione, abbiano comune uno spigolo AA'. 
Ora, considerando i due spigoli BE', B^B/, dobbiamo distin- 
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guere quattro casi, perchè può darsi ohe BiB/ coincida eoo 
BE', che Bj sia un punto di BB', che B, coincida con B', che 
BjB/, BB' non abbiano punti comuni; qualunque caso sia ve- 
rificato abbiamo sempre ABG.A'B'G'=: AB,G.A'B/C'. 

Nel primo caso, coincidendo BiB,', BB', coincidono i due 
prismi, e quindi la proprietà è evidente. 

Nel secondo caso i tetraedri ABCEj, 
A'B'G'B', sono uguali, perchè evidente- 
mente AB=A/B', AC=A^', AB,= A'B', 
e di più a;bGB,= A'.Sc'B',; ma 

ABC . A'B'G' = ABCB^ + ABjGA'B'G', 
ABiC . A'Bi'G'= A'B'G'B/ + AB.GA'B'C', 
dunque ABG.A'B'G' = AB,C.A'B/G'. 
Nel terzo caso si ha 

ABC . A'B'C = ABGBi -f- B, . AA'C'C , 
AB,C . A'B.'G' = A'B'G'B,' -f- B'. AA'C'C ; 




ma sempre ABCB, s A'B'G'B/, dunque 

AEG.A'B'C'=ABiC.A'B/C'. 
Nel quarto caso chiamiamo D,D' i punti in cui si segano lo 
rette AB,, A'B' e GB^, G'B'. Essendo A'D<A'B', se A'B' non 
è un multiplo di A'D, lo spigolo A'B' è sempre compreso ft-a 
due multpli consecutivi di A'D (353, G. 1°). Supposto, per 
„ _, _ ^ , esempio, A'D <A'B'<2A'D, es- 

' sendo parallele le rette A'G', 
DD', perchè segate da uno stesso 
piano sopra piani paralleli, ab- 
biamo pure G'D'<C'B'<2G'D'. 
Dai punti D, D' conducendo le 
rette parallele ad AA', CG', che 
seghino gli spigoli AB, A'B/ in 
' in E', F', si deduce facilmente che 
e poi G, H sono 




E, F, e gli spigoli GB, G'B 

i poliedri ACDD'EE', A'G'PF'Biy sono uguali ; S' 
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i punti comuni agli spigoli BB', BjB/ ed ai piani paralleli ad 
A-EiC, ABC condotti dalle rette BE', PP', si deduce pure facil- 
mente che sono uguali i poliedri DD'EE'GB', FP'DD'B,H, ed i 
tetraedri EE'BG, PF'HB'i ; quindi ABG.A.'B'C' = ABiG.A'Bi'G'. 
Se il primo segmento multiplo di A'D e maggiore di A'B' non 
fosse A'D, la costruzione rimarrebbe essenzialmente la stessa, 
solo varierebbe il numero delle parti rispettivamente uguali 
in cui verrebbero divisi i due prismi triangolari ; se A'B' fosse 
multiplo di A'D pure rimarrebbe la stessa costruzione, sola- 
mente non vi sarebbero più i poliedri DD'BE'GB', PP'DD'BiH, 
ed i tetraedri EE'BG-, FF'HB/ ; ma sempre si dedurrebbe 
ABG.A'B'G' =; ABiC.A'Bi'G'. 
Analogamente si dimostrerebbe che in ogni caso 
AB,C. A'B/C' = ABiC^ . A'B/G/ , 
dunque ABG . A'B'G' = AB,Ci . A'B/C,' , 

ed il teorema è dimostrato. 

Corollario. — i" Due prismi triangolari, che hanno uguali 
le sezioni normali e gli apigoli laterali, sono equivalenti e si 
possono sempre dividere in uno stesso numero di poliedri 
rispettivamente uguali. 

Teorema 2° — Se due prismi qualunque hanno 
le sezioni normali equivalenti, ed uguali gii spigoli 
laterali, sono equivalenti. 

Iniktti, essendo per ipotesi equivalenti le sezioni normali dei 
prismi dati, considerandone due, una per ciascun prisma, pos- 
siamo dividerle in uno stesso numero di triangoli rispettiva- 
mente uguali {^9, G. 4"), dopo ciò conduceodo dai loro vertici 
tanti segmenti cogli estremi sulle basì, e paralleli agli spigoli 
laterali dei prismi, veniamo a divideili in uno stesso numero 
di prismi triangolari, i cui spigoli laterali sono uguali, e che 
sono equivalenti, avendo uguali le sezioni normali (369, T, i"), 
dunque sono equivalenti i prismi dati (337, C. 2°). 

Corollari. —- 2° Due pri'-mi qualunque, che hanno equiva- 
lenti le sezioni normali e gh spigoli laterali uguali, sono equi- 
valenti e si possono dividere m uno stes.so numero Aip 
rispettivamente uguah, 



y Google 



3° Un prisma 5ualunc[ue è equivalente ad un prisma retto, 
che ha le basi equivalenti alle sezioni normali, e l'altezza 
uguale agli spigoli laterali. 

4° Un prisma qualumiue è egiiivalente ad un parallelepipedo 
rettangolo, che ha una base equivalente alle sezioni normali 
del prisma e l'altezza corrispondente uguale ai suoi spigoli 
laterali. 

5° Ciascuno dei due piani diagonali, determinati dagli spi- 
goli laterali dì un parallelepipedo , lo divide in due prismi 
triangolari equivalenti fra loro, ed a quelli in cui è diviso 
dall'altro. 

390. Teorema 1° — Se due parallelepipedi hanno 
uguale una base, e l'altezza corrispondente, sono 
equivalenti. 

I due parallelepìpedi A.BCD.A'B'G'D',AiBiGjD,.A'iB'jC'iD', 
abbiano uguali le basi ABGD,A.,B,G,D, e le corrispondenti al- 




tezze. Due loro sezioni normali EFQ-H, EJF^GrJl^ sono eviden- 
temente due parallelogrammi equivalenti, perchè hanno due 
basi uguali EP, E^F^ ed uguali le altezze corrispondenti, di 
più gli spigoli laterali AB, GB, A'B', C'D' di un parallelepipedo 
sono uguali agU spigoU laterali A^Bj, CjD^, A/B/, C/D/ del- 
l'altro, dunque (369, T. 2°) ABGD.A'B'CD'^^ABCD.A/B^CiDi' 

Corollari. — 1° Due parallelepipedi, che hanno uguale una 
base e l'altezza corrispondente, sono equivalenti e &i possono 
dividere in uno stesso numero di poliedri rispettivamente 
uguali (369, C. 2"). 

2" Un parallelepipedo qualunque è equivalente al paial- 
lelepipedo retto ohe ha una base e l'altezza corrispondente 
uguale ad una base ed all'altezza corrispondente di quello dato. 
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Teorema 3" — Se due prismi triangolari hanno 
uguali le basi e l'altezza sono equivalenti . 

I due prismi triangolari ABC.A'B'C, A,B,C,.A/B,'G,' ai- 
biano uguali le basi ABO, A,B,Ci e ìe altezze. Siano E, E' i 
punti medi di AB, A'B', conducendo dai punti C, E le 



ad AB, BC, e dai punti C, E' le parallele ad A'B', 
loro punti comuni sono D, D', abbiamo un 
BCDE.B'G'D'E'. Ora, se F, P' sono i punti comuni alio rette 
DE, CA e D'E', G'A', i prismi triangolari AEP.A'E'P', CDP.C'D'F' 
sono equivalenti, perchè hanno uguali le sezioni normali e gli 
sp^ìì laterali, dunque si vede subito che il parallelepipedo 
BGDE.B'G'D'E' è equivalente al prisma triangolare ABCA'B'G'. 
Con una costruzione analoga si può ottenere un parallele- 
pipedo BjG,DjEj.B,'G|'D/E,' equivalente all'altro prisma trian- 
golare AjBjCi . A/B,'G/, ora questi parallelepipedi hanno uguali 
le basi BCDE, BiG|DiEi e le altezze corrispondenti, che sono 
le altezze uguali dei due prismi dati, dunqiie sono equivalenti 
(370, T. 1°), e perciò ABG.A'B'G'^^ A,B,G,.A/B/Ci'. 

Corollari. — 3° Due prismi triangolari, che hanno uguali 
le basi e l'altezza, sono equivalenti e si possono dividere in 
uno stesso numero di poliedri rispettivamente uguali. 

i" Un prisma triangolare qualunque è equivalente al 
prisma triangolare retto che ha le basi e l'altezza uguali alle 
basi ed all'altezza dì quello dato. 

391. Teorema. — Se due prismi qualunque hanno 
le basi equivalenti ed uguali le altezze, sono equi- 
valenti. 
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Infatti, essendo equivalenti le basi dei prismi dati, consi- 
derandone due, una per ciascun prisma, possiamo dividerle 
in uno stesso numero di triangoli rispettivamente uguali 
(359, C, 4°); dopo ciò conducendo dai loro vertici tanti segmenti 
cogli altri estremi sulle altre basi, e paralleli agli spigoli late- 
rali dei prismi, veniamo a divìderli in uno stesso numero di 
prismi triangolari, clie sono rispettivamente equivalenti, perchè 
hanno uguali le basi e le altezze (370, T. 2"), dunque sono 
equivalenti i due prismi dati (337, G. 2"). 

Per brevità diremo paraUelepipeào di una superficie e di 
un segmento, ogni parallelepipedo che ha una base equivalente 
alla superfìcie e l'altezza corrispondente uguale al segmento. 
Corollari. — 1° Due prismi qualunque, che hanno le basi 
equivalenti ed i^ali lo altezze, sono equivalenti e si possono 
dividere in uno stesso numero di j^oJi'edr^ rispettivamente uguali. 
2° Un prisma qualunque è equivalente al parallelepipedo 
di una base e della sua altezza. 

3" Un prisma convesso circoscritto ad un cilindro è equi- 
valente alla metà del parallelepipedo rettangolo della sua al- 
tezza, dell'apotema e del perimetro di una delle sue basi 
(358, G. 5°). 

4° Un prisma qualunque è equivalente ad un prisma trian- 
golare che ha le basi equivalenti a quelle del prisma e la 
stessa altezza. 

5" Possiamo sempre costruire un prisma che sia multiplo 
summultiplo di un prisma dato secondo un numero qua- 
lunque. 



j3. !rrasfm'3nasione dei jnHsmd. 



SU®. DefìDÌzione. — Trasformale an prisma, significa 
un altro equivalente ad esso. 

Così abbiamo veduto che un prisma qualunque si può sempre 
trasformare in un parallelepipedo rettangolo, ed in un prisma 
tPìai^olare (371, G. 2", 4°). 

Problema 1° — Trasformare un parallelepipedo in un 
altro che abbia una base data. 
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Dato un parallelepipedo, e la base ABGD del p 
eqiilvaleQte che si vuol costruire, prendiamo sulle rette A,D, 
BG i punti B,P, in parti opposte di A, B rispetto a D, C, in 
modo elle sia DE^CF, ed il parallelo- 
grammo CDEP equivalente ad una base del 
parallelepipedo dato (361, Pr. 1°); allora, se 
la sua altezza corrispondente è uguale a 
quella del parallelepipedo GDEP . CiDiE^P, 
corrisponiiente alla base CDEF, i due pa- 
rallelepipedi sono equivalenti (371, T). 
Chiamiamo G il punto comune alia retta D,Bi ed alla retta 
parallela a BBj condotta per A, e chiamiamo H il punto co- 
mune alle rette GD, EE,^. Condotta per H la retta parallela 
a DE, siano A', D' i punti in cui sega le rette AG, DD, ; il 
parallelepipedo ABCD.A'B'C'iy è quello cercato. Infatti sappiamo 
che ADD'A' = DD.BjE (381, T.), ([uindi 

ABGD . A'B'C'D' = GDEP. C,D,E.Pi , 
perchè sono due parallelepipedi che hanno equivalente una 
base ed uguale l'altezza corrispondente, dunque ABCD.A'B'G'D' 
è un parallelepipedo equivalente a quello dato, e che ha la 
base data. 

Corollario. — 1" Tutti i parallelepipedi che hanno la base 
equivalente ad ABGD, e l'altezza corrispondente i^ale a quella 
di ABGD.A'B'G'D', sono soluzioni dei problema proposto. 

Problema 2° — Trasformare un parallelepipedo in un 
altro che abbia un'altezza uguale ad un segmento dato. 

Bato il parallelepipedo CDEP.G,D^E,Fi, conduciamo un piano 
parallelo alla faccia GDEP, la cui disianza da essa sia uguale 
al segmento dato, che cada rispetto ad essa dalla parte op- 
posta del parallelepipedo, e seghi gli spigoli CC,, DD^, EE, 
nei punti G', ly, H. Dal punto G, comune alle rette HD, D^Ej , 
tiriamo la retta parallela alla DD, , e chiamiamo A, A' i punti 
in cui incontra le rette DE, D'H. 

Essendo ABGD.A'B'G'D' = GDEP.G,D,E,F, (372, Pr. 1°), il 
parallelepipedo ABGD.A'B'C'D' è equivalente a ijnello dato, ed 
ha l'altezza corrispondente alla base ABGD uguale al seg- 
mento dato. 
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Corollario. — 2" Tutti i parallelepipedi che hanno la 
base equivalente ad ABGD, e l'altezza corrispondente uguale 
al segmento dato, sono soluzioni del problema proposto. 

3*3. Problema 1" — Trasformare un prisma qualunque in 
un altro che abbia per base un poligono dato. 

Trasformiamo il prisma dato in un parallelepipedo (371,0.2°), 
e poi costruiamo un altro parallelepipedo equivalente ad esso, 
e che abbia per base un parallelogrammo equivalente al po- 
ligono dato (372, Pr. 1°), l'altezza corrispondente è quella di 
tanti prismi che hanno per base il poligono dato, che si pos- 
sono facilmente costruire, e che sono equivalenti al prisma dato. 
Problema 2° — Trasformare un prisma qualunque in un 
altro che abbia l'altezza uguale ad un segmento dato. 

Trasformiamo il prisma dato in un parallelepipedo (371, G. 2"), 
e poi costruiamo nn altro parallelepipedo equivalente ad esso, 
e che abbia un'altezza i^ale al segmento dato (372, Pr. 2"), 
ogni prisma che ha la stessa altezza, e ciascuna base equiva- 
lente alia base corrispondente di questo parallelepipedo, si può 
fecilmente costruire, ed è equivalente al prisma dato. 

Corollario. — È facile vedere che, volendo trasformare 
un prisma in un altro, qualunque sia la costruzione adoperata, 
se è data !a base è individuata l'altezza corrispondente, e 
viceversa. 

314. Teorema 1° — Possiamo sempre sommare 
quanti si vogliano prismi dati. 

Infetti basta prima trasformare i prismi dali m altrettanti 
colle altezze uguah (373, Pr. 2°), o colle basi equnalenti 
(373, Pr. i"), e poi costruire un prisma, la cui altezza sia 
uguale, la cui base sia equivalente a quella dei piismi 
costruiti, mentre la sua base, o la sua altezza ^la la ^ommi 
delle loro basi, o delle loro altezze. 

Teorema 2° — Dati due prismi , ciascuno è 
maggiore, equivalente o minore dell'altro. 
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Trasformiamo i due prismi in altri due che abbiano equi- 
valenti le due basi, o uguali le due altezze, allora, se le loro 
altezze sono uguali, o le loro basi sono equivalenti, evidente- 
mente 30no equivalenti i due prismi, e quindi quelli dati, se 
le altezze non sono uguali, o le basi non sono equivalenti, una 
è certamente maggiore dell'altra, ed è subito veduto che il 
prisma equivalente a quello che ha quest'altezza, o questa 
base, è necessariamente maniero dell'altro. 

Corollari.— 1" I prismi costituiscono una nuova specie di 
grandezze principali. 

2° Dati due prismi, non equivalenti, possiamo sempre tro- 
vare un multiplo del minore, che sia maniere dell'altro, ed 
un summultiplo del maniere, che sia minore dell'altro (P. X), 
(360, G. 2°). 



IV. Poligoni sferici equivalenti. 

1. Triangoli 
e parallelogrmnmi sferici equivalenti. 

a'ss. Teorema 1° — Due triangoli sferici opposti 
sono equivalenti. 

Sulla sfera ^ siano opposti i triangoli sferici ABC, A'B'C, 
e siano P, P' i centri dei circoli minori inscritti in essi. I 
punti opposti P , P' appartengalo ji_due triangoli sferici, e 
se PE = PF ='PD"sP^=P'F'='FD' sonoj ^^ag^_sferid 
dei circoli inscritti, perpendicolari ai lati BG, CA, AB, B'G', 
G'A', A'B', il triai^olo sferico ABC resta diviso 
nei quailrangolì sferici PBAF, PFBD, PDCB, il 
triangolo sferico A'B'C resta diviso nei qua- 
drangoli sferici FE'A'F', P'P'B'D', P'D'G'E', ri- 
spettivamente opp^i ai primi. Ora abbiamo 
PXÌÈ = P'.D'B' e PD^PE^P'D' = P'E', quindi 
po^amo sempre porre contemporaneamente P, D, E sopra 
P', D', E'; allora, essendo retti gli arsoli sferici B.PG, D'.P'C', 
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D.PC, B'.P'C, gli archi EC, DC coincidono cogli archi D'ff, E'G', 
perciò PDCB = P'B'G'D'. Analogamente si dimostra che 
PBAF = P'P'A'B', PFBD = P'D'B'F', quindi vediamo che 
ABC =: k'B'C, essendo possibile dividere ciascuno dei due 
triangoli sferici in tre quadrangoli rispettivamente uguali a 
quelli in cui è diviso l'altro. 

Teorema 3° — Due poligoni sferici opposti sono 
equivalenti. 

Ogni pohgono sferico si può dividere in triangoli sferici. 
Infetti, se il poligono sferico è convesso, basta prendere uno 
dei suoi punti e dividerlo cogli archi di circoli massimi che 
hanno un estremo in questo punto e gli altri estremi nei ver- 
tici, se i! poligono sferico è concavo, cioè se i suoi circoli lo 
dividono in parti, queste parti sono pol:^oni sferici necessa- 
riamente convessi, perchè non sono più divisi dai loro circoh, 
quindi divìdendo ciascuno di essi in triangoli sferici, anche il 
poligono sferico dato rimane diviso in triangoli sferici. Posto 
ciò, dati due poligoni opposti, e diviso uno in triangoli sferici, 
quelli opposti ad essi sono triangoli sferici in cui si può divi- 
dere il poligono sferico opposto, dunque i due poligoni sferici 
sono equivalenti, perchè rimangono divisi in uno stesso numero 
di triangoli sferici equivalenti. 

a*». Teorema. — Un parallelogrammo sferico è 
equivalente alla metà del suo eccesso. 

Sia ABCD un parallelogrammo sferico, e sia o il circolo 

minore della sua sfera a, che passa per i vertici C, D e per i 

punti A.', B' opposti agli altri due vertici A, B 

(321, G. 1°). Preso juU' arco A'CB' il punto E, 

in modo che sia A'E = CD, dobbiamo distin- 

, guere tre casi, perchè può darsi che il punto 

I C sia un punto dell' arco A'E di e, che G 

coincida con E, che gh archi A'E, CD, di a, 

non abbiano punti comuni; qualunque caso 

■* "" sia verificato abbiamo sempre ABGD=;A.BE. 

Nel primo caso, chiamato F il punto comune ^li archi di 
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circoli massimi A'E, CD, si vede fecilmente che i triangoli 
sferici A'BC, EAD sono uguali, mentre i triangoli sferici A.'CF, 
DEIP sono equivalenti, perchè ciascuno è uguale all'opposto a! 
vertice dell'altro (375, T. 1°); ora ABCD = AEOP + BAD -|- DEF 
el^Bl^ABCP+A'BC + A'CP, duncpie ABCD = OÈ. 

1 caso sono sempre uguali i triangoli sferici A'BG, 




EAD; ma ABGD=^ ABB + EAD ed A.BE ~ ABG + A'BC, duniiue 
ABCD — aTbÈ. 



Nel terzo caso, se P è il punto comune a BG, AA', „^^ — 
BG > BP, se BC^non è multiplo di Eè^il lato'BC^è sempre 
compreso fra due multipli consecutivi di BP (353, C. 1"). Sup- 



posto, per esempio, 2EP > BG > BF, conducendo da F il cir- 
colo minore di a che è tagliato da un piano parallelo a quello 
di e, e che incontra AD, BA' nei punti G, H, si deduce facil- 
mente che i triangoli sferici BFH , AGF sono uguali. Ora, 
costruito l'angolo sferico H.LF^F.CG, e l'angolo sferico 
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G.PKsF.HB, in modo che HL, FC, FB, GK stiano^^ajina^ 
stessa parte rispetto al circolo minore FGH, gli archi HL, GK 
incontrano l'arco A'GB', di e, in L, IC, e si dimostra facilmente 
che sono uguali i triangoli sferici HA'L,GICD, che sono uguali 
i quadrangoli sferici HLEF, FGKG, e che sono equivalenti i 
triangoh sferici A'LE, DK.C, perchè ciascuno è uguale all'op- 
posto al vertice dell'altro (375, T. 1"), dunque abbiamo diviso 
il parallelc^rammo e l'angolo sferico in due parti equivalenti 
ed in uno stesso numero di parti rispettivamente uguali, perciò 
ABCD = A.BB. Se il primo arco multiplo di BF e ma^iore 
di BG non fosse 3BF, la costruzione rimarrebbe la stessa, solo 
varìerebbe il numero delle parti rispettivamente uguali in cui 
vengono divisi ii parallelogrammo e l'aiuolo sferico; se BG 
fosse multiplo di BF, pure rimarrebbe la stessa costruzione, 
solamente non vi sarebbero i quadrangoli sferici HLEF, FGKG 
ed i triangoli sferici A'LE, DKC; ma sempre si dedurrebbe 
ABCD = A.BB. ^__ __ 

Qualunque caso sia veiiflcatOjjil^iamojempre A.ED = BA^ 
quindi A.BD+B.GA = Sa^&HÀ + A^; ma É^+B^ 
è una semisfera, perciò A.BB è la differenza tra A.BD-)-B.GA 
ed una semisfera, ossia la metà della differenza tra la somma 
de^ angoli di ABGD ed una sfera, dunque l'angolo sferico 
A.BE, equivalente ad ABGD, è la metà del suo eccesso. 

Corollario. — Due parallelogrammi sferici, che hanno l'ec- 
cesso uguale, sono equivalenti e si possono dividere in uno 
stesso numero di triangoli sferici rispettivamente uguali. 



S'ali. Teorema. — Un triangolo sferico è equiva- 
lente alla metà de! suo eccesso. 



Sia ABC un triangolo sferico, sia e il circolo minore della 
sua sfera a che passa per il vertice C e per ì punti A', B' 
opposti agli altri due vertici A, B, e sia e' il circolo minore 
di {j che passa per i vertici A, B e per il punto G' opposto 
all'altro vertice C. Chiamiamo B il punto medio di quell'arco 
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AB, di g', i cui punti appartengono 
tutti ad ABC, e sull'arco GB' A', di 
e, prendiamo CD = BE ; allora ab- 
biamo un parallelogrammo sferico 
BGDE, e, se U lato DE incontra in 
P il lato CA del triangolo dato, si 
Tede subito che sono uguali i 
triangoli sferici ABF, GDF, dungne 
BCDE— BGE+AGE. SuU'arco^A'GB', 
di e, prendiamola parte A'Guguale " 

all'arco BE, di c'\ allora abbiamo un parallelogrammo sferico 
A'BEG equivalente a BGDE, perchè ha uguale l'eccesso sfe- 
rico (376, C.); perciò A'BEG- = BCE -f- AGE. Ora descrìtto il 
circolo massimo, di o, segato da un piano parallelo ai piani 
dei circoli minori opposti e, e', se H è il punto in cui incontra 
il lato EG, conducendo il semicircolo massimo AHA', abbiamo 
due triangoli sferici AHE, A'HG, che sono uguali, perchè 

AH'='A^ , "EÌT^ GlT, iVKk s hTa/g ; 
perciò abbiamo 

A'BEG — A'BEA; ma ABC = BCE + ACE + ABE , 
ossia ABC =: A'BEG + ABE , ovvero ABC ~ A'BEA + ABE , 
dunque ABC = À3H. Ora chiamiamo P' quel centro sfmco 
di c^, che giace rispetto ad esso dalla stessa parte di A'B', 
evidentemente, se S è il centro di 0, la reità SH è perpen- 
dicolare ad SP'; ma è anche perpendicolare ad AA', perchè 
AH = A'H, dunque è perpendicolare al loro piano FA'S , ne 
segue subito che il circolo massimo A'HA è perpendicolare al 
ra^o sfeiico P'A', di e, net punto A', e quindi è tangente 
ai circoli minori e, e', nei lóro punti A', A. Sappiamo già che, 
se P', G cadono da una stessa parte rispetto ad A'B', l'angolo 
sferico A'.P'B' si trova sottraendo da un angolo sferico retto 
la metà dell'eccesso di ABG ; ma è evidente che, essendo retto 
l'angolo sferico A'.P'H, l'angolo sferico A.BH ai trova sot- 
traendo da un angolo sferico retto l'angolo sferico A'.P'B', 
dunque A.BH è la metà dell'eccesso dì ABG. Se poi P', G 
cadono in parti opposte rispetto ad A'B', l'angolo sferico 
A'.P'B' si trova sottraendo dalla metà dell'eccesso di ABC un 
angolo sferico retto; ma è evidente che, essendo retto l'angolo 
sferico A'. P'H, l'angolo sferico A . BH è la somma di un angolo 
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sferico retto e dell'aiuolo A'.P'B', dunque anclie in questo 
caso ÀTbH è la metà dell'eccesso di ABG, e perciò, essendo 
ABC = A,BH, rimane dimostrato il teorema. 

Corollario, — Due triangoli sferici, che hanno l'eccesso 
uguale, sono equivalenti e si possono dividere in uno stesso 
numero di triangoli sferici rispettivamente uguali. 



2. l'rasfomtasdone dei poMgorì/i sferici. 



398. Definizioni. — 1" Trasformare un poligono sferico, significa 
costruirne un altro equivalente ad esso. 

2» Trasformare un poligono sferico in. ira angolo sferico, significa 
costruire un angolo sferico equivalente ad esso. 

Così abbiamo veduto che un parallelogrammo sferico ed un 
triangolo sferico, si possono sempre trasformare in un angolo 
sferico (376, T.) (377, T.). 

Sopra una stessa sfera, il luogo dei vertici dei triangoli sfe- 
rici equivalenti, che hanno un lato comune, è formato da due 
archi di circoli minori (320, T.); questa proprietà può servire 
facilmente per trasformare un triangolo sferico in altri, che 
soddisfino dato condizioni, e per trasformare un poligono sfe- 
rico in altri poligoni sferici, con metodi analoghi a quelli 
svolti per i poligoni e per i triangoli piani. 

Problema. — Trasformare un pohgono sferico in un angolo 
sferico. 

Potendo sempre dividere il poligono sferico dato in triangoli 
sferici (375, T. 2°), basta prima costruire gli angoli sferici equi- 
valenti ad esso, e poi sommarli (303). 

Corollari. — 1" Possiamo sempre costruire un angolo sfe- 
rico che sia multiplo di un pohgono sferico, secondo un nu- 
mero qualunque. 

2" Possiamo sempre costruh'e un angolo sferico che sia 
metà di un dato poligono sferico. 

3° Due pohgoni sferici, equivalenti, si possono sempre divi- 
dere in uno stesso numero di triangoli sferici rispettivamente 
uguali. 
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4" Ghiamando eccesso di un poligono sferico, convesso, la 
differenza tra la somma dei suoi angoli e tante volte una 
semisfera quanti sono i suoi vertici meno due (313, T. 4°), è 
facile vedere che un poligono sferico convesso è equivalente 
alla metà del suo eccesso (377, T.). 

3K9. Teorema 1° — Possiamo sempre sommare 
quanti si vogliano poligoni sferici, dati sopra una 
stessa sfera o sopra sfere uguali. 

Basta prima trasformare ogni poligono sferico dato in un 
angolo sferico (378, Pr.), e poi sommare tutti gli angoli sferici 
così ottenuti (303). 

Teorema 2° — Dati due poligoni sferici, sopra 
una stessa sfera o sopra sfere uguali, ciascuno è mag- 
giore, equivalente o minore dell'altro. 

Infatti, trasformati i due poligoni sferici in due angoli sferici, 
sappiamo già che ciascuno di essi è maggiore, uguale o minore 
dell'altro (303). 

Corollari. — 1° Sopra una stessa sfera , o sopra sfere 
uguali, i poligoni sferici costituiscono una nuova specie lìi 
grandezza principali. 

2° Sopra una stessa sfera, o sopra sfere uguali, dati due 
poligoni sferici, non equivalenti, possiamo sempre trovare un 
multiplo del minore che sia maggiore dell'altro (303). 



V. Grandezze variabili - 



3^0. Definizioni. — 1" Una grandezza che, soddisfacendo alle 

d mpo t[u m d es. rf ditata, 

èpùpssad à 1 SI ggi minore, 

1 d 6 ? 11 legg esp a^a d 11 d t« d 

2 U B an'^ ' dd f d U d ai mposte in 

mdtac[u de> l dw. oe i passare 

1 1 m ggi m d stante. 
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Un triangolo, che soddisfa alla l^ge di avere una base o 
unaltezza uguale ad un segmento dato, non è individuato, è 
una grandezza variabile , una grandezza che può acquistare 
stati diversi. 

Un triangolo, obbligato ad avere una base e l'altezza corri- 
spondente uguali a segmenti dati, è una grandezza costante, 
una grandezza che conserva sempre lo stesso slato. 

.381. DeflBÌzioni. — 1' Due grandezze variabili si dicono dipen- 
denti, se ciascuno stato di una def«i'mina uno o più stati corrispondenti 
dell'altra, e viceveraa. 

Per esempio, una corda di un circolo e gli archi sottesi sono 
variabili dipendenti, perchè ogni stato della corda determina 
due stati corrispondenti dell'arco, e viceversa t^ni stato del- 
l'arco determina uno stato corrispondente della corda. 

2" La dipendeva fra due grandez 
stato dì una corrisponde uno st 



Per esempio sono variabiU, che dipendono univocamente, un 
quadrato ed uno dei suoi lati; la somma di due angoli di un 
triangolo ed il terzo angolo. 

Due variabili possono essere indipendenti. Per esempio , un 
triangolo ed un suo iato; due angoli di un triangolo. 



1, <h^an(lesse crescenti e ileerescentL 



3§i Deflnizioni — I Una gundezza \a al le e -eseente o 
decresce %te ai menta din n lace o icijui ti stati si ce ùivi, in modo 
che ciaii uno ?ia nag^o e o minoie di tutti i piecedenti 

Dato un semento AB, se un punto C si move descriven- 
dolo nei senso AB, il segmento AC è una variabile crescente 
ed il segmento EC è una variabile decrescente. 

2»^ Una grandezza variabile, crescente o decrescente, è 
mente crescente o conUntiaanente deeresoente, se, considera 
stato qualunque, pa6 assumerae sempre altri maggiori o min) 
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Se G è il punto medio di un armento AB, C^ il punto m( 
di GB, Cb il punto medio di CCj, Gg il punto medio di GG,, 



c^'cj Cj e, e. 



ti AC; > AG2> AC3 > si possono considerare come 

stati successivi di un segmento variabile contìnuamente decre- 
scente. Se C', è il punto medio di AC, C^' il punto medio di 

C/CC'gilpunto medio di G^'G,..., i segmenti AC,'< AG3'< AGg'< 

si possono considerare come stati successivi di un segmento 
variabile continuamente crescente. 

3» Una grandezza variabile, contimiamante crescente continua- 
mente decrescente, cresce indefinitamente a decresce indefinitamente, 
quando in un certo stato diviene maggiore minore di una qualunque 
grandezza assegnata della stessa specie. 

Se AB è una parte di retta uscente dal punlu A, e se G è 
un punto, che la descrive nel senso AB, il -legmento continua- 
mente crescente AC croscè indefinitamente, perche, preso sulla 
parte di rette AB un segmento qualunque AD, per ogni posi- 
zione G' di C, appartenente alla parte di retta DB , e quindi 
per tutte le seguenti, si ha AC' > AD. 

Se A,Bj è ima parte di retta uscente dal punto A, , paral- 
lela ad AB è situata con essa da una atessa parte rispetto alla 



retta AA^, l'angolo continuamente decrescente A,. B^C decresce 
indeiinitamente, perchè, preso nel piano delle AB, AjBj un an- 
golo qualunque Ai.B,D < Ai.B,A, in modo che il lato AjD 
cada rispetto ad AjB^ dalla stessa parte della parallela AB, 
se D è il punto in cui AjD incontra AB , per ogni posizione 
C' di G, appaì-tenente alla parte di retta DB, e quindi per tutte 
le seguenti, si ha A^. BjG' < A^. B^D. 

Se ^ è una grandezza principale, esiste unagrandezza multipla 
di essa secondo qualunque numero dato ; se poi, come avviene 
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per i segmenti, per i poligoni, ecc., esiste anche la grandezza 
summnltipla di essa, pure secondo qualunque numero, le gran- 
dezze '•~T-^> ■5-"-^' "9""^' ^' ^^' ^^' ^^' si possono 

considerare come stati successivi di una grandezza variabile 
continuamente crescente in un senso e continuamente decre- 
scente nell'altro (351), Di più, se si tratta di grandezze princi- 
pali, tali che considerandone due, non equivalenti, della mi- 
nore si possa sempre trovare un multiplo maniere dell'altra, 
come avviene per i segmenti, per i poligoni, ecc., la stessa 
grandezza variabile cresce indefinitamente in un senso, e de- 
cresce indefinitamente nell'altro. 

Corollari. — 1° Un triangolo variabile è indefinitamente 
decrescente crescente, se una sua altezza o una sua hase è 
costante, e se la base cori'ispondente o l'altezza corrispondente 
è indefinitamente decrescente crescente, e viceversa. 

Per esempio , se l'altezza di ABG corrispondente alla base 
BC è costante, e se BG decresce indefinitamente, acquistando 

gli stati successivi BG > B'G > B"G > ..., dove B',B" sono 

punti di BG, abbiamo AEG> A-B'C > AB"G > ...., stati suc- 
cessivi di ABG, che decresce indefinitamente. Infatti, pre^ una 
grandezza qualunque della stessa specie, piccola quanto si vuole, 
cioè preso un triangolo qualunque, possiamo sempre costruir ,!e 
uno equivalente ADC, essendo T> un punto 
di B; ora possiamo trovare uno stato B"G 
di BG minore di DG, perchè BG decresce 
indefinitamente , dunque possiamo trovare 
uno stato AE"G, dì ABG, che sia minore 
di ADC, ossia del triangolo dato,pereiò ABC 
decresce indefinitamente. 
2° Un prisma variabile è indefinitamente decrescente 
crescente, se la sua altezza le sue basi sono costanti, e se 
le sue basi la sua altezza sono indefinitamente decrescenti 
crescenti, e viceversa. 

383. Teorema 1" — Data una grandezza princi- 
pale, se le grandezze successivamente multiple di essa 
crescono indefinitamente, e se è possibile sottrarre 
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da essa la sua metà, dalla parte rimanente la sua 
metà, e così di seguito, questa parte rimanente de- 
cresce indefinitamente. 

Preso un segmento AB, se C è il suo punto medio, C, il punto 
medio di AC.Cs il punto medio di AGj, e così di seguito, pos- 
siamo arrivare sempre ad un segmento AC, minore di qualunque 
segmento dato DE, minore di AB. Infatti, per esempio, sia 
DH = 4DE il primo segmento che è multiplo di DE e maggiore 
di AB (P. X), e aia DH diviso nelle parti DE ^ EP = FO s OH. 
Essendo DH > AB, se da DH si sottrae il semento GH , clie 
è minore della sua metà, e da AB la sua metà GB, troviamo 
DO- > AG; se da DG- si sottrae il segmento 4 e e e 
FG, che è minore della sua metà, e da AC 5——-. 

la sua metà G^C, troviamo DF > AC^, final- ■ — -^— ; — -^^ 
mente se da DF si sottrae il semento EF, 
che è la sua m^^tà, e da AC^ la sua metà G/i^, troviamo DE > AG^. 
n teorema si dimostra analogamente in qualunque altro caso_ 
per i segmenti e per tutte le altre grandezze che soddisfano 
le condizioni enunciate. Sq A è una di queste grandezze, si 
può dire che -s-, -r- , -^ ,.... sono stati di una grandezza va- 
riabile, che decresce indefinitamente. 

Corollario. — 1° I! teorema precedente re^e anche se 
dalla grandezza data, invece di sottrarre la sua metà, si sottragga 
una grandezza maggiore della sua metà, e cosi di seguito. 

Teorema 2° — Se una grandezza variabile è 
sempre somma di grandezze indefinitamente decre- 
scenti crescenti, sì può rendere minore maggiore 
di qualunque grandezza assegnata, della stessa specie. 

Supponiamo che più grandezze variabili, della stessa specie, 

F^, V^,V^, siano indefinitamente decrescenti, e che esista 

sempre una grandezza variabile F= F^ -f- F, -!- Fg + 

Se ^ è una grandezza assegnata qualunque, della stessa specie 
delie variabili considerate, possiamo immaginarla divisa in tante 
parti guanti sono le V^, F, , r^,...., chiamandole .,4i, ^f, ^g,.... 
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— 330 — 
0^ = ^1-1-^5 + 43 + .... Ora, se ievarialilì date sono 
indipendenti, è chiaro che possiamo trovare stati F^', V^', V^',..., 
per i quali si abbia F/ < A, , V^' < A^ , F/ < As,...., ijuindi 
^i'+ ^% + ^3'+- < ^^1 + ^2 + A + -. ossia r <j. 
essendo F'=: Fj'+ ^^'{-V^'-'r -; se le variabili non sono indi- 
pendenti, troviamo prima uno stato F,' di Fj, per il qua 
abbia V,'<A^, e seguitiamo a far decrescere insieme le v 
bili dipendenti F, , F^ Anche sì abbia uno stato Fj"< A^ di F,, 
certo uno stato corrispondente F/' di F^ sarà minore del 
primo Fi', e quindi F/' < ^1, proseguendo in questo modo, 
arriviamo a trovare stati corrispondenti di tutte le variahili, 
tah che siano rispettivamente minori di A^, A^, A^ ,..., e che 
quindila loro somma F' sia minore di 4. Se poi le F^iF^jF^,,.. 
sono indefinitamente crescenti, si dimostra analogamente che 

V si può sempre rendere maggiore di A- 

Corollario, — 2" È indefinitamente decrescente una gran- 
dezza che è sempre multipla summultipla, secondo un nu- 
mero dato, di una grandezza indefinitamente decrescente. 
Se TF è una grandezza indefinitamente decrescente, e se 

V è una grandezza multipla di W, secondo un numero dato, 
abbiamo sempre F = TF + IF + ..., quindi sappiamo (383, T.) 
che F si può rendere minore di qualunque grandezza asse- 
gnata della stessa specie; ma, eissendo W continuamente de- 
crescente, anche F è coniinumnente decrescente, dunque 
decresce indefinitamente. Se invece F è una grandezza sum- 
multipla dì TF, secondo un numero dato, abbiamo sempre F< TF; 
ora, assegnata una grandezza A della stessa specie di F, TF, 
possiamo trovare uno stato W < A A\ W, e, se F' è lo stato 
corrispondente di F, si ha T" < TF' < A, quindi V , essendo 
contimtamente decrescente, decresce indefinitamente. 



2. Variabili convergenti e loro limite. 
Estensione del concetto di grandeff&e equi/valenti. 



384. Definizioni, — i' Chiaraeremo convergenti due variabili 
principali, una continaamente decrescente e sempre maggiore dell' altra 
continuamente cresopnf e, quando la loro differenza decresce indetìiiitamente. 
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2" Una grandezza costante si dice limite di due variabili conver- 
genti, ijoando è sempre compresa fra esse {343, D. 2'). 

Sia C il punto medio di un segmento AB, Cj il punto medio 
di GB, Gj il punto medio di CC^ , G3 il punto medio dì CCj,.--; 
e sia 0/ il punto medio di AG, Cj' il punto medio di G/C , G/ 
il punto medio di Gj'C, I segmenti AG^ > AC, > AC^ > ...., 




tutti maggiori di AC, si possono considerare come stati suc- 
cessivi dì un segmento variaLile continuamente decrescente 

ed i segmenti AC/ < AGj' < AC,' < , tutti minori dì AC, 

come stati successivi dì un altro segmento variabile continua- 
mente crescente; di più la differenza di questi segmenti va- 
riabili passa per gli stati 

C/ C^ = -i- AB , C,'C, s ^ AB, Ca' C3 E= -i AB , , 

e quindi decresce indefinitamente (383, T. 1") , dunque AC è 
limite dei due sementi variabili, che sono convergenti. 
Se fuori della retta AB si prende un punto J>, ì triangoli 

AG^D > AG3D> AG3D > , AG;d < AC5'D<AG3'D < sono 

stati successivi dì due triangoli variabili convergenti, che hanno 
ACD per limite. 

Quando la costante L è limite di due variahih convergenti 
V, W, per tutti i loro stati abbiamo V^ L> W. Scrive- 
remo: lim. iy, TF)=:Z., e leggeremo: il limite di V,W h 
equfcaXente ad L. 

Corollario. — Evidentemente se V =iV, W = W, si 
ha pure lim. {V,W)~ L. 

385. Teorema 1° — Date due grandezze qua- 
lunque equivalenti, se una è limite di due varia- 
bili convergenti, anciie l'altra è limite delle stesse 
variabili. 
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Date le grandezze costanti L = L\ se lim. {V, VF) = L, 
eysendo F > X > W, abbiamo pure F > Z.' > W (345, T. 2°), 
e quindi Um. {V,W) = U (384, D. 2=). 

Il teorema inverso è vero per due limiti principali : pensiamo 
enunciarlo e dimostrarlo come segue. 

Teorema 2° — Sono equivalenti due grandezze 
principali, se sono limiti delle stesse variabili con- 
vergenti. 

Se L,L' sono due grandezze principali, e se Um,. (V, W) = L, 
Uin.{V,W) = L', abbiamo L=iL'. Infatti, se fosse L>L', 
sarebbe V — W>L — L', essendo per ipotesi L < V,L' > W 
e trattandosi di grandezze tutte principali (346, G. 2°), perciò 
V — W non decrescerebbe indefinitamente, e V, W non 
sarebbero convergenti, dunque una delle due grandezze L, L' 
non può essere maggiore dell'altra, e perciò, sempre essendo 
grandezze principali, dobbiamo avere L = L' (346). 

3S6. Finora abbiamo detto equivalenti due grandezze 
solamente quando è possibile dividerle in uno stesso numero 
di parti rispettivamente uguali (336, D.); avendo poi dimostrato 
che due grandezze principali, se sono limiti delle stesse varia- 
bili convergenti, sono equivalenti, e che, viceversa, date due 
grandezze qualunque equivalenti, se ona è limittì di due va- 
riabili convergenti l'altra è limite delle stesse variabili, ne segue 
che possiamo estendere la definizione di equivalenza, dicendo: 
DeCLnizione. — Sono eguivalenii due grandezze qualunque, se sono 
limiti delle stesse variabili oonvergeati. 

Se A, B sono equivalenti seguiteremo a porre A = B. 

389- Teorema 1° — Date due coppie di variabili 
convergenti, se la variabile decrescente della prima 
è sempre maggiore della variabile crescente della 
seconda, per ogni stato della variabile decrescente 
della prima coppia si possono trovare stati minori 
della variabile decrescente della seconda coppia, e 
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per ogni stato della variabile crescente della se- 
conda coppia si possono trovare stati maggiori della 
variabile crescente della prima coppia. 

Siano V, W e V, W le due date coppie di variabili con- 
vergenti, e sia V>W,Y>W.'^ abbiamo sempre F'> H", 
per ogni stato Vg, di V si possono trovare stati minori di V', 
e per ogni stato W^l di W si possono trovare stati mag- 
giori dì W. Infatti, essendo V continuamente decrescente, 
possiamo trovare un suo stato F, < V^, ed essendo per ipotesi 
V> W', abbiamo V^^> W; ora se fosse sempre F> V^, 
avremmo V —W'>V^—V^ (346, C. 2°), ijuindi V w-W 
non decrescerebbe indefinitamente, contro l'ipotesi ; dunque V 
non può sempre essere maggiore di V,^ e, decrescendo conti- 
nuamente, deve acquistare stati minori di F,,. Analogamente 
si dimostra che W deve acquistare stati ma^iori di W^. 

n teorema « Date due grandezze qualunque equivalenti, se 
una è limite di due variabili convellenti, anche l'altra è limite 
delle stesse variabili » (385, T.l°), dimostrato attribuendo alla 
parola equivalenti il primitivo senso ristretto, si può ora di- 
mostrare anche ritenendo che le due grandezze siano equi- 
valenti perchè limiti delle stesse variabili convergenti. 

Teorema 2° — Date due grandezze equivalenti, 
limiti delle stesse variabili convergenti, se una è 
limite di altre due variabili convergenti, l'altra è 
limite delle stesse variabili. 

Supponiamo L = LI, pei-chè sìa lim. (F, \V) =^ L, 
lim. (F, W) = L', allora, se lim. (F^, W,) = L, è anche 
Hm. ( F, , W,) = L' . Essendo sempre Fj > L, L > IF, si ha 
sempre Vi > W, quindi per uno stato qualunque di F^ se 
ne possono trovare minori di V (387, T. 1"); ma F> L', dunque 
F^ > L'. Essendo sempre F > i, Z, > TF^ , si ha sempre 
V> W,, quindi per uno stato qualunque dì TF, se ne pos- 
sono trovare manieri di TF(387, T, 1°); ma W< L', dunque 
Wi<L' . Avendo cosi dimostrato che F[ > i', L' > W^, ne 
deduciamo che lim.(V^, Wi) = L'. 
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— 334 - 
Corollario. — Due grandezze equivalenti ad una terza 
sono equivalenti fra loro. 

Questa proprietà è stata dimostrata (341, T.) supponendo che 
tutte le grandezze fossero equivalenti perchè divisibili in uno 
stesso numero di parti rispettivamente uguali; ora si tratta 
di dimostrarla anche quando tutte, o in parte, sono equivalenti 
perchè limiti delle stesse variabili convergenti. 

Se A = C, perchè A = lùn. {V, W), C = dm. (V, W), e 
se 5 — C perchè B = lim. (F, , TT,), e C = lim. (Fj , TF,), 
essendo A = C,C=:Um.{Vi,W^), abbiamo A=Um.{Vi,W^) 
(385, T. 1") (387, T. 2"); ma B = Um. ( V^ , W^), quindi (386, D.) 
si deduce clie A = B. 

888- Nei due esempì di variabili convergenti che abbiamo 
considerato (384) è stato fàcile trovare una grandezza sempre 
compresa fra esse, grandezza che è il limite delle due variabili; 
però non si può in ogni caso dimostrare l'esistenza del limite 
per due variabili convergenti, noi l'ammetteremo come postu- 
lato, ritenendo individuata una grandezza limite di due date 
variabili convergenti, e dicendo: 

Postulato XI. 

Due variabili convergenti ammettono sempre un 
limite. 
Dato un segmento AB, prendiamo 

AC/ E= AB ^ AB , AC, = AC/ + -^ AB, 

AG/ s AC, ^ AB , AG^ = AC/ -f ~ AB, 

AC/ = AC, ~ AB , AO3 s AC'3 + -^ AE, 



ora i segmenti AC^ > AGj > AGg > ..., AC/ < AC^' < AG3' < ... 
ai possono considerare come stati successivi di due segmenti 
variabili, uno continuamente decrescente e l'altro continua- 
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mente crescente, ma sempre minore del primo, di più la loro 

111 
differenza passa per gli stati successivi -?- AB, -^ AB, -j^-AB,..., 

i quali decrescono indefinitamente, dunque i due segmenti ya- 
riabili sono convergenti, ed il postulato precedente ci permette 
di dire che hanno un limite, che esiste cioè un segmento AC, 
tale che sia 

...AG, > AG, > AC, > > AC > .... > AC/ > AC/ > AG/ ....: 

questo semento non può essere costruito adoperando solamente 
la retta ed il circolo. 



3. Estensione del concetto di so-tnnm 
e differenza di date grandesse. 

389. Teorema 1° — Date più coppie di variabili 
convergenti, gli stati successivamente decrescenti 
della somma di tutte le variabili decrescenti, e gli 
stati successivamente crescenti della somma di tutte 
le variabili crescenti, si possono considerare come 
stati di due variabili convergenti. 

Date le coppie di variabili convergenti F,, TT^; V^, W^;... 
essendo F, , F^ , .... le decrescenti e W^ , W^,... le crescenti, 

se poniamo F= F, + Fj -|-...., W=Wi-^W^-\- ,essendo 

sempre F^ > W, , F^ > PFj , . . . . , abbiamo sempre F > TF 
(346, G. 1°), e F— TF= F,— lFi+ Fj— W^-^....; ma 
Fj — TFi , Fj — Wj,.,.. decrescono indefinitamente, dunque 
V — TF si può rendere minore di qualunque grandezza asse- 
gnata della stessa specie (383, T. 2°). Ne segue cbe gli stati 
successlvainente decrescenti di F e gli stati successivamente 
crescenti di W si possono considerare come stati successivi 
di duo variabili, una continuamente decrescente e l'altra con- 
tìnuamente crescente, che sono convergenti, 
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Osserviamo che in virtù del postulato precedente possiamo 
ritenere come esistente il limite eli ciascuna coppia delle date 
variatili convergenti, ed il limite della coppia V, W- 

Date più coppie di variabili convergenti, parlando del limite 
della somma delle decrescenti e delle cr^centi, intenderemo 
sempre di considerare il limite della variabile conUnuamente 
decrescente e della variabile continuamente crescente, 1 cui 
stati successivi sono gli stati SìMxessivamenie decrescenti à&Qs. 
somma delle variabili decrescenti e gli stati stcccessivamente 
crescenti della somma deUe variabili crescenti. 

Teorema 2° — Una grandezza somma di aìtre 
grandezze, liaiiti di variabili convergenti, è limite 
della somma di tutte le variabili decrescenti e della 
somma di tutte le variabili crescenti. 

Supponiamo che si abbia L =: L^ -{- L^ + , e che sia 

Li=tim.{Vi, TFi), is = Mm-. (Fj, Wj), ; allora ponendo 

F = Fi + Fa + , W=W, + W^+ , deduciamo 

L=lim.{V, W0(389, T. 1°). Infetti, essendo Fi>ii, F3>Ì3,...., 

si ha F > i, ed essendo W^ < L^, W^ < L^, , si ha 

TF<i(346,C. 1"). 

Posto ciò, possiamo estendere come segue la definizione delia 
somma di date grandezze (342, D.). 

Definizione. — Una grandezza si dice somma di altre grandezze 
limiti di variabili convergenti, ijuando è limite della somma à\ tutte 
([uelle decrescenti e della aomma di tutte quelle cresoenti. 

Se la grandezza A è somma delle grandezze S, C, D, , 

seguiteremo a porre (342) A = B -\-C ^D -\- ..., prendendo 
arbitrariamente l'ordine delle B, C,I), 

390- Corollari. — 1" Apphcando alle variabili principali 

V^ , V^, ; W^, W^, le proprietà dimostrate per la 

somma di date grandoK^e, intesa nel primitivo senso ristretto 
(342, D.), si dimostrano le proprietà stesse per la somma dei 
loro limiti i, , ig ,...., cioè anche per la somma di grandezze 
limiti di grandezze principali; cosi possiamo dire: 
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_ 337 — 
« La somma di più grandezze non muta, se ad una qualunque 
« si sostituiscono altre grandezze delle quali essa sia somma, e 
« viceversa (340, T. 1").» 

« Sono equivalenti due grandezze somme di altre grandezze 
« rispettivamente equivalenti, e viceversa (340, T. 2°). » 

2" Una grandezza , comunque divisa , è somma di altre 
grandezze, pure comunque divise, quando ogni sua parte è 
equivalente ad una parte di queste, e viceversa. 

3° Una grandezza somma di altre grandezze, perchè divise 
in parti equivalenti alle parti di quella, è indipendente dal 
modo in cui sono divise e dal modo col quale, per formarla, 
si riuniscono le parti ad esse equivalenti. 

4° Esiste sempre la somma di quante si vogliano grandezze 
principali, ovvero dedotte dalie principali come limiti dì varia- 
bili convellenti. 

5° Possiamo estendere alle grandezze (imiti di varìahilì 
convergenti le definizioni date di grandezza multipla o sum- 
muìtipla, ecc. 

Così possiamo vedere che se L' è multipla o summultipla di 
L = Um. ( V, W), e se V, W", L' sono equimultiple o equisura- 
multiple di V, W, L, si ha L' = Um. (T, W). 

Se U = lim. {V,W\ L' ^ Um. {V',W') e se V,W sono 
equimultiple, o equisummultiple, dì V,W, U è multipla, o 
equisummultipla, dì L, come Y'W sono multiple o summui- 
tiple di y,W. Se esistono grandezze V, W equimultiple, o 
equisummultiple, dì F, W, esìste anche una grandezza L' mul- 
tipla, summultipla, di L secondo lo stesso numero (P. XI), 
6° Se j1 = 5 e se C è multipla, o summultipla, di S, 
secondo un numero dato, è anche multipla, o summultipla di 
A, secondo Io stesso numero, ecc. ecc. 

391. Teorema 1° — Date due coppie di variabili 
convergenti, la variabile decrescente di una coppia 
è sempre maggiore della variabile crescente del- 
l'altra. 

Se F.F'e Y, W sono due coppie di variabili convergenti, 
e V>W, F'>W",osi ha F> IT, o si ha F' > TF. Infatti sup- 
poniamo che non sia sempre F > W, cioè che si possano 
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trovare stati V^ , W^' dì V, W per i q«alì sia r, < M",,. 
Essendo W< V^, si deduce W < TF,' ; ora in questo caso 
deve essere sempre V>W, poiché se così non fosse, cioè se 
si potessero trovare stati V^', TF„ di V, W, per i quali fosse 
Ffl' £ Wg , essendo W^ < W(,', si dedurrebbe F,' < W^, ciò 
che è assurdo. 

Corollario. — 1" Ne segue che necessariamente o F > W, 
y'>W, insieme F > TF, V'> W. 

Teorema 3° — Date due coppie di variabili con- 
iti, se la variabile decrescente della prima è 
I maggiore della variabile crescente della se- 
conda, la stessa proprietà ha luogo per altre due 
coppie di variabili convergenti, che abbiano limiti 
equivalenti a quelli delle prime. 

Prendiamo lim. {F. TF)= L , lim. {V, W) = L' 
e lim. ( F, , W,) = 4 , lim. ( r; , TF/) = Z,,' ; 

allora, se i = ij , L' = i,' e se F > W, si ha pure F^ > TF,'. 
E^ndo Fi > i^ , è pure V,>L (342, T. 2"), e quindi V,>W 
(342, T.l") (390), perciò per ogni stato dì F, si possono trovare 
stati minori di F (387, T. 1°); ma sempre F> W, quindi 
anche F, > W. Essendo V > V, è pure V > i/, e quindi 

V > W/ , perciò per ogni stato di WJ si possono trovare 
stati maggiori di TF'; ma sempre V^ > IF", dunque F^ > TF/. 

Corollario. — 2° Se F > TF', o F > TF, o F > TF* e 

V > W, sì ha pure F, > TF/, o F/ > W, , o V^> W^' e 
F/> IF,. 

S9S. Teorema 1° — Se due coppie di variabili 
convergenti hanno per limiti due grandezze equiva- 
lenti, la variabile decrescente di ciascuna coppia è 
maggiore della variabile crescente dell' altra , e 
viceversa. 

Se lim. (F, TF)=;L, lim.{V\ W) = L', essendo F> L> W, 
F'>i'> TF', quando L= L' evidentemente si ha F> W 
e F* > TT. Viceversa, se F > TF' e F' > TT, preso uno 
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stato di Wsene può trovare uno madore di W{387, T. 1°), 
quindi, essendo L> W, abbiamo sempre Z- > TF*, di più per 
uno stato di V' se ne può trovare uno minore di V (387,T. 1°), 
quindi, essendo V > L, abbiamo sempre V > L: fta ciò ?i de- 
duce che lim. ( V, W) ^ L, e quindi L = LI. 

Teorema 3° — Date due grandezze qualunque 
limiti di due coppie di variabili convergenti, se la 
prima è maggiore della seconda, la variabile decre- 
scente della prima coppia è maggiore della variabile 
crescente della seconda. 

Se ltm.(y, W)—L, lim. (F', W')~Il, supposto L->V, 
essendo r>i>tr, F'>L'> W, sì vede subito che 
r> W". 

Teorema 3" — Se due coppie di variabili conver- 
genti hanno per limiti due grandezze prineipali, e 
solamente la variabile decrescente della prima coppia 
è sempre maggiore della variabile crescente della 
seconda, il limite della prima coppia è maggiore del 
limite della seconda. 

Sia lim. (F, W) = L, lim. (F', W') — L', sia F> W senza 
essere V' > W, e siano principali le grandezze L, U. Non 
possiamo avere L =: U, poiché non solo sarebbe F > W, 
ma anche y'~>W (392, T. 1"), contro l'ipotesi fatta, non pos- 
siamo avere L < L', perchè sarebbe V > W (392, T. 2°), 
dunque , trattandosi di grandezze principali , deve essere 

L> n. 

S93. Finora date due grandezze abbiamo detto che la 
prima è maggiore della seconda, e la seconda minore della 
prima (341, D.), quando è possibile dividerle in modo che nella 
prima, insieme ad altre, vi siano tutte le parti della seconda ; 
avendo poi dimostrato cho date due grandezze principali limiti 
di due coppie di variabili convergenti, se solamente la varia- 
bile decrescente della prima coppia è sempre maggiore della 
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— 340 — 
variabile crescente della seconda, la prima grandezza prin- 
cipale è ma^iore della seconda, e cho, viceversa, date due 
grandezze qualunque limiti di due coppie di variabili conver- 
genti, se la prima è maggiore della seconda, solamente la va- 
riabile decrescente della prima coppia è maggiore della varia- 
bile crescente della seconda, ne segue cbe possiamo estendere 
la definizione di gi-andezze maggiori o minori di altre, dicendo; 

Deflnizioiie. — Date due grandezze, limiti di due coppie di variabili 
convellenti, la prima è maggiore della seconda e la seconda è minore 
della prima, quando solamente la variabile decrescente della prima coppia 
è sempre maggiore della variabile crescente della seconda. 

Corollario — Date due grandezze limiti di variabili con- 
, &e non sono equivalenti, necessariamente ciascuna è 
mnore dell'altra [391. G. l"). 
Se la grandezza A è maniere della grandezza B, e quindi 
B minore di A, seguiteremo a pone A - B, o B < A. 

394 Esteso il concetto di somma, si può estendere anche 
quello di differenza (344, D ), dicendo sempre : 

Definizione. — Se imi gran 
Muna di esse è differenza della t 

Se A =: B~j- C 4- ^ + l3 giandezza B è diiferenza della 
grandezza A e delle grandezze C, D. , e seguiteremo a porre 
S = A — C — D — , piendendo arbiti ariamente l' ordine 
delle C, D,.... 

Corollario. — Supponiamo lìm {V, W') = i, 
Um.(V',W')==:L ed L>ZJ pei cui F> W. 
Evidentemente, poiché è F decr^cente, ^'crescente e F>W~', 
la variabile V — W' ^ Fj è continuamente decrescente; 
di più non potendo essere sempre V > W, perchè sarebbe 
L= L' (392, T. 1°), a partire da un certo stato di V, minore 
di uno di W, per tutti ì successivi di H^e F^ sarà H^> F', 
W — V ^ W, sarà una variabile continuamente crescente. 
Essendo V^ W, W < V, è chiaro che è sempre Fj > IV, , 
ed avendo Fj — W^ -=2 V — W-|- V' — W, ne deduciamo 
che le variabih V^ , W, sono convergenti (389, T. 1°). Poniamo 
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Um. (r^, W,)=:L, (P. X.). Ora Um. iV^+ T", W, + W') = 
—L,+ L'(389,]>.), ma V,-{- V = V -\- V — W' e V > L, 
V'> VF', c[uindiFi4-F>>Ì;dipiù W,-|- W=W+W' ~ V 
e W<L, r'> FF', quindi TFi + W < L, perciò ne dedu- 
ciamo lim. ( V, + V, W^ + W) = L, dunque L — L^-i- /,', 

Esiste sempre una grandezza differenza di due grandezze, 
una maggiore dell'altra. 

305- Corollari. — 1° Evidentemente se A =: B ^ C 

abbiamo A > B ; viceversa, se^>BeseC-|- ^ A — B 

(394, C), pensiamo porre A = B-\- C -[- .... 

2° Posto il corollario precedente, sì vede subito che si 
estendono tutte le proprietà dimostrate nel primitivo senso 
ristretto per la differenza di grandezze date e per le gran- 
dezze madori o minori di altre. 

Coà anche per le grandezze limiti di grandezze principali 
potremo dire che: 

« Se una grandezza è differenza di altre, è anche differenza 
« di grandezze ad esse equivalenti (344, C. 1"). 

« Sono equivalenti due grandezze limiti di variabili conver- 
« genti, e differenze di altre grandezze rispettivamente equi- 
* valenti (344, T.)- 

« Date più grandezze, se la prima è me^giore o minore della 
« seconda, la seconda maggiore o minore della terza, e cosi 
« di seguito, la prima è pure maggiore o minore dell' ultima 
« (342, C. l"), ecc. ecc. » 

3" Se lim. iV,W)=L, poniamo V—L = I), L—W^ D^. 
Essendo V>L>W, abbiamo F— Ì<F— T'^ w~L<V—W; 
ma F — W decresce indefinitamente, dunque anche D, Dj 
decrescono indefinitamente. 

Decresce indefinitamente la differenza tra ciascuna di due 
variabili convergenti ed il loro limite. 
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VI. Poliedri equivalenti. 
1. Tetraedri e pira-midi equivalenti. 

39«. Teorema 1° — Se due tetraedri hanno 
equivalente una base ed uguale l'altezza corrispon- 
dente, sono equivalenti. 

Siano ABCD, A'B'G'D' due tetraedri, siano equivalenti le haai 
BGD, B'C'D' e siano uguali le altezze corrispondenti. Dividiamo 
quella di ABGD in un numero arbitrario di parti uguali (129, Pr.), 
per esempio in tre, dai punti di divisione conduciamo i piani 
paralleli a quello base e chiamiamo rispettivamente B, , B^; 
Cj , Cj ; Dj , Dj i punti in cui segano gli spigoli AB, AC, AD. 
Se BEP. BjGjDi , B^E,Fi . BaCaDj sono ì prismi che hanno per 




base i triangoli B,CjD| , BfiJ)^ ed i segmenti B^B, B^Bj come spi- 
goli laterali, evidentemente Tr^BEF.BiGiDi + BjEiFi.BaC^Dj 
è una grandezza che varia continuamente crescendo, quando 
si raddoppia successivamente il numero delle parti uguali in cui 
è divisa l'altezza del tetraedro, e che è sempre minore di esso. 
Se BGD . B^G.H, , B,G,D, . B^G^H, , B^C^Dj . AO^H, sono i prismi 
che hanno per basi i triangoli BCD , B^G,Dj , B^G^Dj ed isegmenti 
BBj , B^Bj , BjA come spigoli laterali, evidentemente 

V— BCD . B,G,H, + BjC.D, . B,G,H, + B^G^D, . A Q^U^ 
è una grandezza che varia continuamente decrescendo, quando 
si raddoppia successivamente il numero delle parti uguaU in 
cui è divisa l'altezza del tetraedro, e che è sempre n 
di esso. 
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Si vede subito che 
DgCjD, . AG3H3 = BfiJ>t, . B,B^P, , B.GjD, . B^a^Hj^ BiG,D, . BEP, 
quindi V — W ^ BGD , BjG,H^ ; ora ad ogni successiva 
divisione dell'altezza del tetraedro si toglie la metà dal- 
l'altezza del prisma BGD . B,Q-,H^ , e quindi la metà del 
prisma stesso, dunque il prisma, e per conseguenza V — W, 
decresce indefinitamente (383, T. 1°), V, Wsono variabili con- 
vergenti, e, essendo sempre ABCD compreso fra V, W, si 
ha Mm. (V, W) =: ABCD. Eseguendo le analoghe costruzioni 
sul tetraedro A'B'C'D', e ponendo 
■IT"=B'E'P' . B,'G/Di' + B/E/Fi' . B^'G^'D^', 

V'=b'c'd'.b/&,'h/4-b;c;d,'.Bs'Gj'Hj'-i-b;g2'Dj'.A'G3'H3', 

dimostriamo analogamente che V"', W sono variabili conver- 
genti, e che Um. ( V, W) = A'B'C'D'. 

Ghiamiamo M, N i punti comuni alle rette C^Ei, BG; D^Fj, BD. 
È chiaro che Bfi^D^ = BMN ; ma BN = ~ BD (129, T. 4°), 
quindi (357, C. 5°) BMN := -^ BMD, e pure B^C^D^ — -i- BMD ; 
di più BM s^ -^ BG, quindi BMD = y B G D , e perciò 
Bj Gj Dj = -q- B C D, Neil' altro tetraedro troviamo pure 
Bj'Cs'D,'= -^ B'G'D', ma per ipotesi BGD = E'C'D', dunque 
BjCjDjzr: B^'Cfl)^' (350, T.); analogamente dimostriamo che 
B^CjD, =B/C,'Dj'. Dopo ciò possiamo ritenere che sono equi- 
valenti i prismi costruiti sulle basi equivalenti BGD, B'G'D' ; 
BfiJ)^, B,'C/D/ ; BjGjDj, B^'C^T)^', perchè hanno tutti la stessa 
altezza (371, T,), quindi V = V, W = W; e finalmente 
(386, D.) ABCD = A'B'C'D'. 

Teorema 2° — Sono equivalenti due piramidi 
che hanno basi equivalenti ed altezze uguali. 

Infatti le due piramidi si possono dividere in uno stesso nu- 
mero dì tetraedri rispettivamente equivalenti, dividendo le due 
basi in uno stesso numero di triangoli rispettivamente i^uali 
(359, G. i"), quindi sono equivalenti (390, C. 1°). 
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Corollari. — 1" Due piramidi, che hanno basi equivalenti 
ed altezze uguali , sono equivalenti e si possono dividere in 
uno stesso numero di tetraedri rispettivamente equivalenti. 

2" Una piramide è equivalente ad un tetraedro che abbia 
una base equivalente a quella della piramide, ed uguale l'al- 
tezza corrispondente. 

399. Teorema 1° — Una piramide è il terzo 
di un prisma che ha una base equivalente a quella 
della piramide ed uguale l'altezza corrispondente, 
Dato il tetraedro ABCD, costruiamo il prisma ABC . DBF, che 
ha per base ABG e BD come spigolo laterale. 
Evidentemente i due tetraedri AGED , FCED 
sono equivalenti, perchè hanno le basi uguali 
ACE, FGE ed uguali le altezze corrispondenti; 
anche i tetraedri ABGD, CDEF sono equiva- 
lenti, perchè hanno le basi uguali ABC, DEF, 
ed uguali le altezze corrispondenti : 
ma ABC . DEF = ABGD + CDEF + GDEA, 

dunque -|- ABG . DEF = ABCD (390, G. 5°). 

È poi chiaro che A13GD e ii terzo di ogni prisma che ha 
una base equivalente ad ABG e l'altezza corrispondente uguale 
a quella di ABCD, perchè tutti questi prismi sono equivalenti 
ad ABG .' DEF (371, T.). 

Il teorema resta cosi dimostrato per un tetraedro ; trattan- 
dosi di dimostrarlo per una piramide qualunque, prendendo 
un prisma con una base equivalente a quella della piramide 
e coll'altezza corrispondente uguale, basta osservare che, divi- 
dendo le basi equivalenti in uno stesso numero di triangoli 
uguali (359, G. 4°), possiamo dividere la piramide in tetraedri 
ed il prisma in prismi triangolari, in modo che ciascun tetraedro 
aia il terzo di uno dei prismi triangolari. 

Corollari. — 1° Una piramide è equivalente ad un paral- 
lelepìpedo rettangolo , che ha una base equivalente a quella 
della piramide e l'altezza corrispondente uguale al terzo di 
quella della piramide. 

2° Una piramide convessa circoscritta ad un cono è equi- 
valente al terzo del parallelepipedo della sua superficie late- 
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rale e della distanza del centro della hase del cono da una 
delle generatrici. 

Una piramide convessa circoscritta ad un cono è equivalente 
a due terzi del parallelepipedo rettangolo della sua altezza, 
del perimetro e dell'apotema del suo poligono base. 

3" Una piramide variabile è indefinitamente decrescente 
o crescente, se l'altezza o la base è costante, e se la base o 
l'altezza è indefinitamente decrescente o crescente (383, C. 2°), 
e viceversa. 

Teorema 3° — Un tronco ùì prisma triangolare 
è equivalente alla somma di tre tetraedri , che 
hanno una faccia triangolare del tronco per una 
delle loro basi, e per vertici opposti quelli dell'altra 
faccia triangolare. 

Se il tronco di prisma triangolare è ABC . A'B'C, dividendolo 
col piano ABC in un tetraedro ABCC ed 
in una piramide qiiadrangolare C. ABB'A', 
abbiamo ABC .A'B'C = ABGG'+C. ABB'A' ; 
ma C . ABB'A' z=C . ABB'A' (396, T. 2°), 
e G . ABB'A' = ABGA' + A'B'GB, ossia 
G . ABB'A' ~ ABGA' + ABGB' , perchè 
A B G B' = A'B'GB (39S, T. 1"), dunqiie 
ABC . A'B'G' = ABGA' -f ABGB' + ABCC', relazione che di- 
mostra il teorema. 

2. Trasforìna»tone dei poliedri. 

3SS- Defluizione. — Trasfor'mare un poliedro significa costruirne 
un altro equivalente ad esso. 

Cosi abbiamo veduto che una piramide si può sempre tras- 
formare in un parallelepipedo rettangolo (397, G. 1"), ed in un 
tetraedro (396, G. 2°). 

Problema 1" — Trasformare un tetraedro in un altro che 
abbia una base data. 

Dato il tetraedro ABCD, sul piano ABC costruiamo il trian- 
golo ABC' eqiiivalente alla base data , in modo che C' sia un 
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punto della retta BC(358,Pr.2°), e poi sul piano BGD costruiamo 
^ il triangolo BCD' = BGD (358, P. 1"). 

/fV I tetraedri ABCD, ABG'D' hanno le basi 

/ I V\ eijuivalenti BGD, BCD' ed uguali le altezze 

si... .L...\£\.c' corrispondenti , quindi sono equivalenti 
\ L^;^V^ ^^^^' '^- ^°^' ^^ ABG'D' ha una base ABG' 
y~ff^j/'''^ r equivalente a quella data, dunque il pro- 
li Menia è risoluto. 

Corollario. — 1° Tutti i tetraedri che hanno una base equi- 
valente ad ABG', e l'altezza corrispondente uguale a quella 
corrispondente di ABG'D', sono soluzioni dei problema proposto. 
Problema Z" — Trasformare un tetraedro in un altro che 
abbia un'altezza uguale ad un segmento dato. 

Dato il tetraedro ABCD, costruiamo uno dei due piani paralleli 
ad ABC che hanno da esso una distanza uguale al dato seg- 
mento, e chiamiamo r la retta in cui sega il piano BCD. Se il 
triangolo BG'D' è equivalente a BGD ed ha l'altezza uguale 
alla distanza delle rette parallele BG, r, ed il vertice C' sulla 
retta BG (358, P. 2"), il tetraedro ABG'D' è equivalente ad ABCD, 
perchè sono equivalenti le basi BG'D',BGD ed uguali le altezze 
corrispondenti, di più ABG'D' ha l'altezza corrispondente alla 
base ABG' uguale al segmento dato. 

Corollario. — 3" Tutti i tetraedri che hanno una base equi- 
valente ad ABG', e l'altezza corrispondente uguale a quella 
corrispondente di ABG'D', sono soluzioni del problema proposto. 
39». Problema 1" — Trasformare una piramide qualunque 
in un'altra che abbia per base un poligono dato. 

Trasformiamo la piramide in un tetraedro (396, C. 3°), e poi 
costruiamo un altro tetraedro equivalente ad esso, e che abbia 
una base equivalente al poligono dato (398, Pr. 1°), l'altezza 
corrispondente è quella di tante piramidi che hanno per base 
il poligono date, che si possono facilmente costruire, e che sono 
equivalenti alla piramide data (396, T. 2°). 

Problema 2° — Trasformare una piramide qualunque in 
un'altra che abbia l'altezza uguale ad un semento dato. 

Trasformiamo la piramide data in un tetraedro e poi co- 
struiamo un altro tetraedro equivalente ad esso, e che abbia 
un'altezza uguale al segmento dato (398, Pr. 2"); ogni pira- 
mide che ha la stessa altezza, e la base equivalente a quella 
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corrispondente di questo tetraedro, si può facilmente costruire, 
ed è equivalente alla piramide data (396, T. 2°). 

Oorollai*!. — 1° È facile vedere che volendo trasformare 
una piramide in un'altra , qualunque sia la costruzione ado- 
perata, se è data la base, è individuata l'altezza, e viceversa. 
2° Sappiamo che quante si vogliano piramidi date si pos- 
sono sempre sommare (390, C. 4°); per costruire una piramide 
i di quelle date basta trasformarle in altrettante tutte 
Ii(399,Pr.2''),ocolIebasiequivalenti(399,Pr.l')> 
e poi costruire una piramide la cui altezza sia uguale, o la 
cui base sia equivalente, a quella delle piramidi costruite, 
mentre la sua base, o la sua altezza, sia la somma delle loro 
basi, delle loro altezze. 

3" Possiamo costruire una piramide multipla o summul- 
tipla di un'altra, secondo qualunque numero. 

4° Sappiamo che, prese due piramidi, o sono equivalenti, 
una è maggiore dell'altra (393, C). Trasformandole in due 
altre piramidi che abbiano equivalenti le due basi, o uguali 
le due altezze, se le altezze sono uguali, o le basi sono equi- 
valenti, evidentemente sono equivalenti le due piramidi, e 
quindi quelle date, se le altezze non sono uguali e le basi non 
sono equivalenti, una è certamente maniere dell'altra, e si 
vede subito che la piramide equivalente a quella che ha questa 
altezza, o questa base, è la maggiore. 

400. Problema 1" — Trasformare un poliedro in un 
tetraet^ro. 

Ogni poliedro si può dividere in piramidi. Infatti, se il poliedro 
è convesso, prendendo un punto interno ad esso e dividen- 
dolo con i triangoli che hanno un vertice in questo punto 
ed i lati opposti negli spigoli del poliedro, questo viene diviso 
in tante piramidi, ciascuna delle quali ha per base una feccia 
del poliedro e per vertice opposto il punto preso ; se il poliedro 
è concavo, cioè se alcuni dei suoi piani lo dividono in parti, 
queste pai-ti sono poUedri necessariamente convessi, perchè 
non sono piti divisi dai loro piani, quindi dividendo ciascuno 
di essi in piramidi , anche il poliedro dato rimane diviso in 
piramidi. Posto ciò, onde trasformare un poliedro in un tetraedro 
basta prima dividere il pohedro in piramidi, e poi costruire 
un tetraedro che sia la loro somma (399, C. 2"), 
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Corollari. — 1° Potendo sempre trasformare un poliedro 
in un tetraedro, ed essendo un tetraedro limite di somme di 
prismi {396, T. 1°), ne deduciamo che un poliedro si può sempre 
considerare come Simite di grandezze principali. 

2° Due poliedri equivalenti si possono sempre dividere in 
uno stesso numero di tetraedri equivalenti (396, G. 1"). 

3° Un poliedro si può sempre trasformare in un paralle- 
lepipedo rettangolo (397, C. i"). 

4° Possiamo fecilmente costruire un poliedro somma di 
poliedri dati (399, C. 2°); un poliedro multiplo o summultiplo 
di un altro secondo un numero dato (399, C, 3°), 

5° Dati due poliedri, o sono equivalenti, o uno dei due è 
certamente maggiore dell'altro: possiamo sempre riconoscere 
quale di questi casi sia verificato (399, C. 4°). 

6° Un poliedro regolare è equivalente ad un parallelepipedo 
rettangolo, la cui base è equivalente alla superficie del poliedro, 
e la cui altezza è uguale al suo apotema. 

7° Potendo sempre costruire un prisma, grandezza prin- 
cipale, equivalente ad un dato poliedro, è chiaro che possiamo 
immaginare dei poliedri variabili convellenti, e il loro limite 
sarà quello dei prismi equivalenti. 

404- Ai poliedri si estendono tutte le altre proprietà delle 
grandezze principali, poiché, come abbiamo veduto, si possono 
sempre considerare come hmiti di grandezze principali (400, C. i°); 
co^, per esempio, dati due poliedri, non equivalenti, possiamo 
costruire un pohedro multiplo del minore e maggiore del- 
l'altro; un pohedro summuitiplo de! m^giore o minore del- 
l'altro, ecc., ecc. 

VII. Applicazione della teoria delle grandezze 
equivaleutì al circolo, al cono, al cilindro ed alla sfera. 

1. Il circolo e la sua superficie, 

4oa. Teorema. — La superfìcie di un circolo è 
limite dei poligoni regolari inscritti e circoscritti, 
che hanno uno stesso numero di vertici, e va- 
riano raddoppiando successivamente questo numero. 
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Consideriamo due poligoni regolari V, W, uno circoscritto 
e l'altro inscritto ad uno stesso circolo e, col centro in G, e 
che abbiano uno stesso numero di yertici. Raddoppiando suc- 
cessivamente qijesto numero, è chiaro che W è continuamente 
; e che V è continuamente decrescente, mentre è 
V> W. 

Ora supponiamo, per esempio, che V, W siano due triangoli 
equilateri (325, Pr. 2"); se AE è un lato di W, se AD,DB sono 
le tangenti a e in A-,B, e se H è il punto comune alle rette 
CD, AB, abbiamo V— W= 3 ABD = 6 AHD Chiimando G 
il punto comune alla retta GD ed al- 
l'arco AB, e chiamando E , P i punti 
comuni alla retta che tocca e in G- 
ed alle rette AD,BD, ahbiarao due lati 
AG,GB dì un esagono regolare inscritto, 
ed un lato EP dì uno circoscritto: 
la differenza di ipesti due esagoni è 
evidentemente 6AGE. Sappiamo che 
AE = EG; ma EG < ED {100, C.), 
dunque AE < ED, e perciò AGB < EGD, ossia AGE< ~ AHD. 

Ora le differenze tra i poligoni regolari di 6 lati e tra i poli- 
goni r^olari di 3 lati, che abbiamo considerato, sappiamo che 
sono equimultiple di AGE,AHD , dunque la prima è minore 
della metà della seconda. Analogamente si dimostra che la 
differenza fra due polìgoni regolari dì 12 lati, uno inscritto e 
l'altro circoscritto a e, è minore della metà della diffei'enza 
di due di 6 lati , e così di seguito. Ciò basta pei" ritenere 
che V — Wdecr^ce Indefinitamente (383, C. 1°), quindi V, W 
sono variabili convergenti. Adesso è evidente che la superficie 
di e, essendo sempre compresa fra V,W, è limite di V", W. 

Corollarì. — 1" In ogni cìrcolo si possono inscrivere e 
circoscrivere poligoni regolari , dunque la superficie di ogni 
circolo si può considerare come limile dì grandezze principali. 

2" Possiamo concepire poligoni inscritti o circoscritti ad 
uno stosso circolo, variabili con leggi diverse, ed anche non 
regolari, i quali siano convergenti, e quindi abbiano il circolo 
per limite. 
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4oa. Teorema. — Esiste sempre un triangolo 
equivalente alla superficie di un circolo dato. 

Immaginiamo la superfìcie di un circolo e come limite di 
due poligoni V, W, il primo sempre circoscritto ed il secondo 
sempre inscritto, che varino con una le^eassegnata(402,C,l°,2''). 
Preso V=; A.BG, in modo che l'altezza di ABO corrispondente 
alla base BG sia uguale al raggio di e, ossia all'apotema di V, 
prendiamo sopra BC il punto G, in modo che sia W= ABC 
Emendo V continuamente decrescente e W continuamente 
crescente, è chiaro che BC è un segmento variabile continua- 
mente decrescente, e BC è un segmento variabile continua- 
mente crescente; essendo V> W, avremo sempre BC > BC. 
^ Ora la differenza V — M^= ACC 

i indefinitamente, perciò deve decre- 
scere indefinitamente il segmento 
ce = BC — BC' (382, G. 1"), 
dunque BG, BC sono variabili convergenti. 
) è il loro limite (P. XI), abbiamo V > ABD > W, dunque 
Um. (F, VV) — ABD, e la superiìeie del circolo e è pure equi- 
valente ad ABD (386, D.). Ogni altro triangolo ottenuto mutando 
la legge che fa variare V, W, purché sempre abbiano per 
limite la superficie di e, è pure ad essa equivalente, come è 
ad essa equivalente ogni altro triangolo equivalente ad ABD 
(387, G.). 

Corollario. — 1" La base BG del triangolo ABC è uguale 
al perimetro di V, perchè l'altezza corrispondente è uguale 
al suo apotema(358, G. 5°). l^^endo poi la distanza di ciascun 
lato di W dal centro di e minore del raggio, si deduce che 
BG' è minore del perimetro di W. Se prendiamo BC" uguale 
a questo perimetro, in modo che G" stia sulla BG dalla stessa 
parte di G rispetto a B, abbiamo BG" > BG' e BG" < BC 
(137, T. 2°), perciò BC — BC" < BC — BC, dunque GC" de- 
cresce indefinitamente, e gli stati successivi di BG insieme a 
quelli successivamente crescenti di BC" si possono considerare 
come stati di due segmenti variabili convergenti. Considerando 
le coppie di variabili convergenti BC, BC ; BC, BG", ed osser- 
vando che sempre BC > BC", BOBC, ne deduciamo (392, T. 1°) 
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che i loro limiti sono equivalenti, quindi vediamo che il limite 
di BC, BC" è BD. 

Facendo variare V, W con un'altra le^e, sempre però in 
modo che siano convergenti, e quindi abbiano per limite la 
superfìcie del circolo, se invece di BD per limite di BC,BC" 
trovassimo un altro segmento BD', sarebbe A.BD' equivalente 
alla superficie del circolo, quindi ABD := ABD' (387, C), perciò 
BD = BD', D' coinciderebbe con D, e si avrebbe lo stesso limite 
di prima. 

Abbiamo cosi dimostrato che se due poligoni V, W, il primo 
circoscritto ed il secondo inscritto in un dato circolo , sono 
variabili convergenti, e quindi hanno per limite la superficie 
del circolo , i successivi stati del perimetro di V e gli stati 
succes^vaìnente crescenti dei perimetro di W si possono 
considerare come stali di due variabili convergenti, che per 
conseguenza hanno un limite, e che questo limite rimane sempre 
lo stesso, comunque si muti la le^ge che fa variare V, W, 
purché sempre rimangano convergenti, e quindi abbiano per 
limite la superficie del circolo. 



Definizione. — Diremo che un circolo è equivalente al limite dei 
pei'imetTi dei poligoni variabili inscritti e eircoscritli, quando sono con- 
vergenti, e quindi hanno per limite la superficie del circolo. 

Corollario. — 2° La superficie di un circolo è equivalente 
ad un triangolo, che ha per una base il circolo e per altezza 
corrispondente il raggio. 

404. Corollario. — Potendo considerare un circolo e la 
sua superficie come limiti di grandezze principali, ne deduciamo 
che esiste sempre un segmento somma di circoli dati, un trian- 
golo somma delle loro superficie. 

Possiamo anche diro che esiste sempre un segmento o un 
triangolo multiplo, o summultiplo, secondo un numero dato, 
di un circolo o della sua superficie (390, C. 6°) ecc. ecc. 

405. Teorema 1° — Dato un circolo, possiamo 
sempre trovarne un altro in modo che le loro 
superfìcie differiscano di una grandezza minoro di 
qualunque grandezza assegnata, della stessa specie. 

Nel circolo dato e inscriviamo un poligono regolare, per 
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, un triangolo eijuilaiero W, un cui lato aia AB ; le 
tangenti AD, DB a e in A, B sono rette di un triangolo equi- 
latero V circoscritto a e. I punti medi dei lati di W sono 
vertici di un altro triangolo equilatero 
W' inscritto nel circolo e', che è in- 
scritto nel triangolo equilatero W. Per 
il punto H medio di AB passa un lato 
di W', che incontra la retta GB In un 
panto K. È evidente che 

V— W' = 6 HKBD, 
ossia V—W'~Q HBD + 6 HKB; ma 
V~ W=Q HBD, dunque V — W' r= V— W -|- 6 HKB. 
Ora, essendo parallele le rette HK,BD, abbiamo HK < BD, 
quindi HKB < HBD, e perciò 6 HKB < V—W; maV~W 
decresce indefinitamente, se raddoppiamo successivamente il 
numero dei lati di V", W(402, T.), dunque decresce indefini- 
tamente anche 6 HKB, ed anche V — W'. Si vede poi subito 
che V — W k maggiore della differenza delle superficie dei 
circoli e, C, quindi anche questa differenza decresce indefini- 
tamente, ed il teorema è dimostrato. Se e" è il circolo circo- 
scritto a V, si dimostra analogamente che la differenza tra le 
superficie dei circoli e", e pure decresce indefinitamente. 

Teorema 3" — Se la differenza tra le superficie 
di due circoli, uno di raggio costante e sempre 
maggiore o minore del raggio variabile dell'altro, 
decresce indefinitamente , anche la dift'erenza dei 
due raggi decresce indefinitamente, e viceversa. 

Siano e, C due circoli, che possiamo supporre concentrici, 

sia G 11 loro centro, CA il raggio costante di e, che supporremo 

sempre maggiore o minore del raggio variabile di e'. Sulla 

retta CA prendiamo un segmento AA^^ , in 

modo che A; appartenga al segmento CA o A 

al segmento GA^ , secondochè il raggio di e 

è maf^ore o minore di quello di C. Se c^ è il 

circolo, concentrico a e, e', che ha per ra^io 

GA,, possiamo per ipotesi sempre trovare C in 

modo che la differenza della sua superficie da quella di e sia 
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minore della differenza della superficie di c^ da quella di e 
(405, T. 1°). È evidente che e' sega AA^ in un punto A', e che 
la differenza dei raggi CA, GA', di e, e', è minore di AA, , e 
quindi decresce indefinitamente. 

Viceversa, supponiamo che la differenza dei raggi di e, ff de- 
cresca indefinitamente. Troviamo un circolo e, , il cui raggio 
sia minore o maggiore di quello di e, secondochè questo è 
madore o minore di quello di c\ in modo che le superficie 
di e, e, differiscano di una grandezza minoro di una gran- 
dezza qualunque assegnata della stessa specie (405, T. 1"). 
Siano A, , A' i punti di c^ , C situati sulla parte di retta GA 
uscente da C ; possiamo per ipotesi trovare e' in motto che la 
diffeienza dei Tig^i C\. CA sia mmore di AA^ , allora è chiaro 
che A è un punto del segmento AA^ , e che la differenza tra 
le supeificie di e e essendo minore di quella tra le super- 
ficie di (. t, luinjie della „iindezzaa 



2. bu/peìficie laterale 
e aoUdo di wft Cilindìo e di un cmw. 



4o«. Teorema. -- - Il solido di un cilindro è limite 
dei prismi regolari inscritti e circoscritti, che hanno 
uno stesso numero di facce laterah, e variano rad- 
doppiando successivamente questo numero. 

C^ni prisma regolare ABC , A^BjC^ , inscritto in un cilindro, 
è equivalente al parallelepipedo di una base ABC e dell'altezza 
(371, G. 2°), che è quella del cilindro. 

Raddoppiando successivamente il numero delle facce laterali 
di questo prisma , abbiamo stati di una 
variabile W continuamente crescente. 
Analogamente si vede che un prisma 
regolare A^H'CA^'B/G/, circoscritto allo 
stesso cìlindro,e che varia avendo sempre 
lo stesso numero di facce laterali di w, 
è una variabile V continuamente decre- 
scente. Ora y > W-", e V — W b equi- 
valente al parallelepipedo della differenza 




hmenU di Gtomiiriit. 
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di due basi di V, W e dell'altezza del cilindro; ma questa 
differenza decresce indeiìnitamente (402, T.), duniiue decresce 
indeflnifamente V~ W {S82, C. 2"), e V, Wsono conver- 
genti. Il solido di un cilindro , essendo sempre compreso ira 
V,W, è limite di V,W. 

Corollari. — 1° In c^i cilindro si possono inscrivere e 
circoscrivere prismi regolari, dunque il solido di ogni cilindro 
si può considerare come limite di grandezze principali. 

2" Se due poligoni variabili, uno inscritto e l'altro circo- 
scritto ad un circolo base di un cilindro dato , sono conver- 
genti, e quindi hanno per limite la superficie del circolo, sono 
basi di due prismi variabili, uno inscritto e l'altro circoscritto 
al cilindro , che sono convellenti, e quindi hanno per limite 
il suo solido, e viceversa. 

3" n parallelepipedo dell'altezza di un cilindro e della su- 
perficie di un circolo base è compreso fra i solidi dei prismi 
r^olari V,W, perchè ha la stessa altezza di questi, mentre 
la sua base è compresa fra le loro basi, quindi è limite di 
V,W, dunque: 

11 solido dì un cilindro è equivalente al parallelepipedo della 
sua altezza e di una delle sue basi. 

409. Corollario. — 1" Se due prismi variabili, uno inscrìtto 
e l'altro circoscritto ad un dato cilindro, sono convergenti, e 
quindi hanno per limite il solido del cilindro, le superficie late- 
rali dei due prismi sono variabili convergenti, ed hanno per 
limite il rettangolo dell'altezza del cilindro e di uno dei suoi 
circoli base, limite che rimane sempre lo stesso, comunque si 
muti la legge che fa variare i due prismi, purché siano sempre 
convergenti, e quindi abbiano per limite il solido del cilindro. 
Infatti la superficie laterale dì uno di questi prismi è equi- 
valente al rettangolo dell'altezza del cilindro e del perimetro 
di uno dei suoi poligoni base (358, G, 6°) : ora ì poligoni base 
dei prismi variano avendo per limite le superficie dei circoli 
basi del cilindro (406, G. 3°), quindi i loro perimetri sono con- 
vellenti od hanno per limite i circoli basi del cilindro (403,0.1"), 
perciò si vede che il rettangolo di uno di questi circoli e del- 
l'altezza del cilindro è limite delle superficie laterali dei detti 
prismi. 
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Definizione. — Diremo che la superficie laterale di ««. cilindro è 
equivalente al limite delle superficie laterali dei prismi variabili inscritti 
e circoscritti, quando sono convergenti, e quindi hanno per limite il 
solido del cilindro. 

Corollari. — 2» La superficie laterale di un cilindro è equiva- 
lente al rettangolo della sua altezza e di uno dei suoi circoli base. 

3" n solido di mi ciiindro è equivalente al parallelepipedo 
della sua superficie laterale e del suo raggio. 

108, Corollario. — Potendo considerare il solido e la 
superficie laterale di un cilindro come limiti di grandezze prin- 
cipali, deduciamo eie esiste sempre un rettangolo somma delle 
superficie laterali di cilindri dati, un parallelepipedo somma dei 
loro solidi. 

Possiamo anche dire che esiste sempre un rettangolo o un 
parallelepipedo multiplo, o summultiplo, secondo un numero 
dato, della superficie laterale di un cilindro o del suo solido 
(390, G. 6°), ecc. ecc. 

409- Teorema. — Il solido di un cono è limite 
delle piramidi regolari inscritte e circoscrìtte, che 
lianno uno stesso numero di facce laterali, e variano 
raddoppiando successivamente questo numero 

Ogni piramide regolare V . MìC, insciitta m un cono e equi 
valente al terzo del parallelepipedo della base ASC e dtll iltezza 
elle è quella del cono (397, G. i"). Raddoppiando succe'ì''na 
mente il numero delle facce laterali di questa piramide 
abbiamo stati di una variabile W continuamente crescente 
Analogamente si vede che una piramide 
regolare Y . A'B'G', circoscritta allo stesso 
cono, e elle varia avendo sempie lo 
stesso numero di facce laterali di W 
è una variabile V continuamente de 
crescente. Ora V > W, & V — W k 
equivalente al terzo del parallelepipedo 
della differenza delle basi di V,W & dell alt. zza del cono 
ma questa differenza decresce indefinitamente (402, T.), dunque 
decresce indefinitamente V — W (382, G. 8°), ^ V,W sono 
convergenti. Il solido del cono, essendo sempre compreso fra 

V,W, è limite di V,W. 
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Corollari. — i* In ogni cono si possono inscrivere e cir- 
coscrivere piramidi r(^oIarJ, e sappiamo sempre costruire un 
prisma equivalente ad una data piramide, duniiue il solido 
di ogni cono ai può considerare come limite di grandezze 
principati. 

2" Se due poligoni variabili, uno inscritto e l'altro circo- 
scritto al circolo base di un dato cono , sono convergenti , e 
quindi tanno per limite la superfìcie del circolo, sono basi di 
due piramidi variabili, una inscritta e l'altra circoscritta al 
cono, che sono convergenti, e quindi hanno per limite il sue 
solido, e viceversa. 

3" Il terzo del parallelepipedo dell'altezza di un cono e 
della base è compreso fra i sohdi delle piramidi V, W, percht 
ha la stessa altezza di questi, mentre la sua base è compress 
fra le loro basi, quindi è limite di V, W; ma anche il sohdc 
del cono è limite di V, W, dunque : 

Il solido di un cono è equivalente a! terzo del parallelepipedc 
della sua altezza o della sua base. 

410. Corollario 1° — ImmE^iniamo il solido di un con( 
come limite di due piramidi V, W, la prima sempre circo 
scritta e la seconda sempre inscritta, che varino con una l^g< 
assegnata (409, C. 1°, 2"). Preso V = ABGD, in modo che l'ai 
tezza di ABGD corrispondente alla base BGD sia uguale alh 
distanza del centro della base del cono, da una delle genera 
trici, prendiamo sopra BD, dalla stessa parie di D rispetto a B 
ì punti D', E, in modo che sia W =: ABGD', ed il tetraedri 
ABCE equivalente al solido del cono (409, G. 3°). Essendo Vcon 
tinuamente decrescente e W continuamente crescente, è chian 
che BGD, e quindi BD, è continuamente decrescente, mentr' 
BCD', e quindi BD', è continuamente crescente; essendo pc 
V> W, sarà BCD > BGD', e BD > BD'. Ora la differenzi 
V — W=A.GÌ)'D' decresce indefinitamente, quindi decresc 
indefinitamente l'altra BCD —BCD' = CDD' (397, G. 3"), e perei 
anche BD — BD' = DD' (382, G. 1°); ma lim.{V, W) — ABCE 
dunque i triangoli BGD,BGD' sono convellenti ed hanno pe 
limite BCE, i segmenti BD,BD' sono convergenti ed hanno pe 
limite BE. 

La piramide V è equivalente al terzo del parallelepiped 
della sua superficie laterale e della distanza del centro deli 
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base del cono da una delle generatrici (397, C, 2°), ossia dell'al- 
tezza dì ABCD corrispondente alla base BGD, dunque BCD deve 
essere equivalente alia superfìcie di V. Sic- 
come poi la piramide Wè equivalente al 
terzo della somma dei parallelepipedi delle 
sue facce laterali e delie loro distanze dal 
centro della base del cono, e siccome queste 
distanze sono tutte minori della distanza ^ »'' J>'ki ^ 
del centro stesso da una generatrice, la supeificie laterale 
di Wè ma^iore di BCD', prendiamo BGD" equivalente a questa 
superlìcie, in modo clie D" stia sulla BD dalla stessa parte 
di D rispetto a B. Essendo il perimetro del poligono di V 
sempre maggiore del perimetro del poligono di W^(137, T. 2°), 
ne segue subito cbe la superfìcie laterale di Ve madore di 
quella di W, cioè che BGD > BCD"; ma abbiamo detto che 
BGD" > BGD', perciò BGD — BGD" < BCD —BGD', quindi GDD'' 
decresce indefìnitamente, e gli stati successivi di BCD, o BD, 
insieme a quelli successivamente crescenti di BCD", o BD", si 
possono considerare come stati di due triangoli, o segmenti, 
variabili convergenti. 

Considerando le coppie di variabili convellenti BCD, BCD' ; 
BGD, BGD" ed osservando che sempre BCD > BCD", BCD > BCD', 
ne deduciamo (392, T. i°) che i loro limiti sono equivalenti ; 
quindi vediamo che il limite di BGD,BGD'' è BCB, e quindi che 
il limite di BD,BD" è BE. 

Facendo variare V, W con un' altra legge, sempre però in 
modo che siano convergenti e quindi abbiano per limite il 
solido del cono, se invece di BGB, per limite di BGD, BCD", tro- 
vassimo un altro triangolo BGE', sarebbe ABGE' equivalente 
al solido del cono, quuidi ABGE = ABCE' (387, C), per cui 
BGE' = BGE , ossia BE' = BE, E' coinciderebbe con E , e si 
avrebbe lo stesso limite di prima. 

Abbiamo cosi dimostrato che se due piramidi V, W, la prima 
circoscritta e la seconda inscritta ad un dato cono, sono va- 
riabili convergenti, e quindi hanno per limite il solido del cono, 
i successivi stati della superfìcie laterale di V e gli stati suc- 
cessivamente crescenti della superfìcie laterale di Wsì possono 
considerare come stati di due variabili convellenti, che per 
conseguenza hanno un limite , e che questo limite rimane 
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sempre lo stesso, comunqiie si muti la legge che fa variare V, W, 
purché sempre rimangano convergenti, e quindi abbiano per 
limite il solido del cono. 

Definizione. — Diremo che la superficie laterale di un cono é 
equivalile al limite delle auperfloie laterali delle piramidi variabili 
inscritte e circoscritte, quando sono convergenti, e quindi hanno per 
limite il solido del cono. 

Corollari. — 2° La superfìcie laterale di t^i piramide V, 
essendo equivalente al triangolo del perimetro del suo poligono 
per l'apotema (358, G. 7°), che è quello del cono inscriiio , t- 
maggiore del triangolo de! circolo base del cono e i\el suo 
apotema; la superfìcie laterale di ogni piramide TFe minore 
dello stesso triangolo, diiiique: 

La superficie laterale di un cono 6 equivalente ad un trian- 
golo, che ha per base il circolo base e per altezza corrispon- 
dente l'apotema. 

Osservando che il rettangolo dell'apotema del cono e della 
sua sezione media è maggiore della siiperflcie laterale della 
piramide W e minore della superficie laterale della pira- 
mide V, si può dire che : 

La superficie laterale di un cono ò equivalente al rettangolo 
del suo apotema e delia sua sezione media 

3° Il solido di un cono e equivalente al teizo del paial 
lelepipedo delh bupeificie laterale e della distanza del cenilo 
del circolo b'M=e da una delle geneiatiici 

411 CoroUail — 1" Potendo ton^d^iaic la supeiùcie 
lateiale ed il s ilido di un cono come limite di grandezze prin 
cipali ne deduciamo che esiste sempre un lettangolo somma 
delle supeiflcie lateiah di coni diti un parallelepipedo s imm ^ 
dei loio solidi 

Possiamo anche due che isiste sempre un rettangolo o un 
Ijarallelepipedo multiplo o summultiplo secondo un numeio 
dato della suptiflcie lateiale di un cono o del suo solido 
(390 G b") ecc ecc 

2" fee la base di un cono è uguale a ciascuna delle basi 
di un cUindro e '*c le loro altezze sono ugu'ili il ^^olido del 
cono e il terzo del solido del cilindio 

3» be la base ài un cono è uguilu a ciascuna delle bìsi 
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di un cilindro, e se l'apotema del cono è uguale all' altezza 
del cilindro, la superficie laterale del cono è la metà della 
superficie laterale del cilindro. 

#18. Corollario. — ■ Un cono ed una piramide, inscritta o 
circoscritta, con un piano parallelo a quello delle basi ai pos- 
sono dividere in un altro cono ed un'altra piramide, inscritta 
o circoscritta ad esso, ed in un tronco di cono ed in un tronco 
di piramide, inscritto o circoscritto ad esso. Il solido o la su- 
perfìcie laterale del tronco di cono è la differenza dei solidi 
delle superficie laterali dei due coni, il tronco di piramide 
la sua superfìcie laterale è la differenza delle due' piramidi 
delle loro superfìcie laterali. La superficie laterale del tronco 
di cono si può anche ottenere considerando le piramidi inscritte 
circoscritte al cono, che variano avendo per limite il suo 
solido, poiché danno tronchi di piramidi inscritti o circoscritti, 
che variano avendo per limite 11 tronco di cono. Ora la super- 
ficie laterale di ciascuno dei tronchi di piramide è equivalente 
al rettangolo del suo apoteraa e del perimetro della sua se- 
zione media (358, C. 7°), dunque ; 

La superficie laterale di un tronco di cono è equivalente al 
rettangolo de! suo apotema e della sua sezione media. 

413. Teorema. — Le superfìcie laterali di due 
cilindri, o di due coni, sono equivalenti, se il ret- 
tangolo dell'altezza, o dell' apotema, e del raggio 
della base di uno è equivalente al rettangolo del- 
l'altezza, dell' apotema, e del raggio della base 
dell'altro. 

Supponiamo dati due cilindri, e disponiamoli in modo che 
due loro iasi siano circoli concentrici, ed i cilindri cadano 
da una stessa parte rispetto al loro piano. Chiamiamo CCj , 
ce,' le altezze, Ci, GA.' i ra^ delle basi, e supponiamo 
GC,.CA. = GG/.Ci', Se AB è un Iato di un poligono base di 
un prisma regolare inscritto nel cilindro, la cui altezza è 
GG,, e se CA, GB incontrano un circolo base dell'altro nei 
punti A', B', situati rispetto a G dalla stessa parte di A, B, 
evidentemente A'B' è un Iato di un poligono base di un prisma 
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regolare inscritto nell'altro cilindro, e che ha lo stesso numero 
di facce laterali del primo. Conduciamo 
la retta CD parallela alle AB, A'B', le 
rette ED, B'D' parallele alla CA, e chia- 
miamo D, Xy i punti in cui incontrano la 
CD. Le coppie di vertici corrispondenti 
dei triangoli ABD, A'B'D' stanno in linea 
retta col punto C, i lati corrispondenti 
delle coppie AB, A'B' ; BD, B'D' sono pa- 
ralleli, dunque sono paralleli anche i lati 
DA, D'A' (114, T.). Oca, essendo per ipo- 
tesi CC^.CAi^CCj'.GA', dobbiamo avere 
G,GA = C;CA', perciò G^kC^' = A! kG/ , 
e le rette GjA', C^'A sono parallele. Considerando 1 triangoli 
C^Aiy, C/AD, vediamo che le coppie di vertici corrispon- 
denti stanno in linea retta col punto G, che i lati cor- 
rispondenti delle coppie AD, A'D'; AC/, A'G^ sono paralleU, 
quindi ne deduciamo che sono paralleli anche i lati C/D, G^D' 
(114, T.) . C iò basta per vedere che C,G D ^C',CD', ossia che 
GG, .GD=GG/.CD', ovvero GG, . AB = GG,'. A'B', essendo 
CD = AB , CD' = A'B'. Possiamo quindi ritenere che le super- 
ficie laterali dei due pris mi sono e quivalenti , perchè sono equi- 
raultiple dei rettangoli CCj-AB, CC/.A'B', Analc^amente si 
dimostra che sono equivalenti le superfìcie laterali di due 
prismi regolari circoscritti ai due cilindri, e che hanno Io 
stesso numero di facce laterali, dunque le superficie laterali 
dtìi due cilindri sono pure equivalenti, perchè limiti di gran- 
dezze equivalenti. 

La superfìcie laterale dì un cono è la metà della superficie 
laterale di un cilindro che ha un circolo base uguale a quello 
del cono e l'altezza uguale al suo apotema (411, C. 3"), dunque 
se i rettangoli degli apotemi e dei raggi delle basì di due coni 
sono equivalenti, sono equivalenti le loro superficie laterali. 

Corollario. — È facile, dato un circolo base o l'altezza, 
costruire l'altezza o un circolo base di un cilindro o di un 
cono, la cui superficie laterale sia equivalente a quella di un 
cilindro o dì un cono dato. 
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414. Teorema. — ■ I solidi di due cilindri, o di 
due coni, sono equivalenti, se il parallelepipedo del 
quadrato del raggio della base e dell' altezza di 
uno è equivalente al parallelepipedo del quadrato 
del raggio della base e dell'altezza dell'altro. 

Supponiamo dati due cilindri, e disponiamoli in modo che 
due loro basi stano circoli concentrici, e che i cilindri cadano 
da una stessa parte rispetto al loro piano. Chiamiamo GCj, 
GGj' le altezze, CA, GA.' i r^gi delle basi, e supponiamo che 
i! parallelepipedo del quadrato di GA. e dell'altezza GG^ sia 
equivalente al parallelepipedo del quadralo di CA' e dtdl'al- 
tezza GG/. Se GA, GD sono perpendicolari ed incontrano i 
cireoU base concentrici nei punti A, A' e D, D', in modo che 
A', D' siano dalla ste^a parte di A, D rispetto a C, avremo 
C,ADC=C,'A'D'C, perchè AiX:i, A'D'G sono ciascuno la metà di 
CA.\ CA^, e quindi ciascuno di questi due 
tetraedri è il sesto di uno dei due paral- 
lelepipedi, che per ipotesi supponiamo 
equivalenti. Conducendo da A la retta 
AE parallela alla A'G[, se incontra CC, 
in E, abbiamo AGCi^A'GE, e quindi 

G,ADG = BA'DG = C^' A'D'G ; 
perciò ECD=G/CD' e le rette EIV, C/D 
sono parallele. Dai triangoli BA'D', C/AD 
si deduce che sono parallele pure le 
rette C/A, EA' (114, T.). 

Consideriamo un prisma regolare inscritto nel cihndio la 
cui altezza è CC^, e sia AB un lato di un suo poligono base 
evidentemente un lato A'B' di un poligono base di un piismi 
regolare che ha lo stesso numero di facce liteiali del pi imo 
ed è inscritto nell'altro cilindro, è parallelo ad AB e BB sono 
in linea retta con C. Ora dai triangoli BA'B', C^'AB si deduce 
subito che sono parallele le rette G/B, EH', e quindi si vede 
che CjABG=:C,'A'B'G, e che un prisma triangolare che ha 
per altezza CC, e per baso ABC, triplo di GjABG, è equiva- 
lente ad un prisma triangolare ohe ha per altezza GC,' e per 
base A'B'C, triplo di C,'A'B'C ; dunque sona equivalenti i 
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due prismi regolari inscritti nei due dati cilindri, percliè equi- 
multipli dì questi due prismi triangolari. Analogamente si 
dimostra che sono equivalenti due prismi regolari circoscritti 
ai due cilindri, e clie hanno uno stesso numero di facce late- 
rali; dunque sono equivalenti i solidi dei due cilindri, perchè 
lìmiti di grandezze equivalenti. 

n solido di un cono è il terzo di quello di un cilindro che 
ha la stessa altezza ed un circolo base uguale a queJio del 
cono (411, G. 2°), dunque, so i parallelepipedi delle altezze e 
dei quadrati dei ra^i dei circoli base di due coni sono equi- 
valenti, sono pure equivalenti i solidi dei due coni. 

Corollario. — È facile, dato un circolo base o l'altezza, 
costruire l'altezza o un circolo base di un cilindro o di un 
cono, il cui solido sia equivalente a quello di un cilindro o 
dì un cono dato. 



S. La sfera ed il suo solido. 

415. Teorema. — I lati delle linee poligonali 
regolari, inscritte e circoscritte ad uno stesso arco, 
decrescono indefinitamente, quando si raddoppia suc- 
cessivamente il loro numero. 

Sia AD un lato di una linea poligonale regolare inscritta in 
un ai'co dato ADB, col centro in G. Se E è il punto medio 
dell'arco AED, staccato da AD su quello dato, evidentemente 
AE è lato della linea poligonale regolare inscritta che ha un 
numero di lati dograo di quello della prima ; se F è il punto 
medio dell'arco AFE, staccato da AE su quello dato, eviden- 
temente AF è lato della linea poligonale regolare inscritta che 
ha un numero di lati quadruplo di quello delU prima,^.. Ora 

AFE = ì AED, AQP^iAFB,...., dunque AED, AFE, AGF, 

sì possono considerare come stati successivi dì un arco che 
decresce indefinitamente (383, T. 1°). Se ne deduce subito che 
anche le corde AD, AE, AF, sono stati di un segmento 
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variabile che decresce indefinitamente (^1, T. 2°), quindi il 
teorema è dimostrato per le linee poligonali regolari inscritte. 
Se E'D' tocca l'arco dato in E, e se è un lato di una linea 
poligonale regolare circoscritta, che ha lo stesso numero di lati 
di quella inscritta, un cui lato è AD, il semento EE' è la metà 
dì E'D'; se le tangenti in F,,.. incontrano la retta Gk in F',.- 
i segmenti ÌPF',.... sono metà di un lato 
delle linee poligonali regolari circoscritte che 
hanno un numero di lati doppio, quadruplo,.... 
di quelli della prima. Ora i triangoli rettangoli 

GEE', OFF', hanno tutti i^imli i cateti CE, 

CF, , mentre gli angoli G.EE', G^F', 

decrescono indefinitamente, decrescendo inde- 
finitamente gli archi compresi A.FE, AQF,.-., 
dunque si vede che gli altri cateti BE', 
PF',.... decrescono indefinitamente, e lo stesso 
avviene per i segmenti doppi di essi. Il teorema è così dimo- 
strato anche per le linee poligonali regolari circoscritte. 

Corollari. — 1° Se la retta GÈ incontra AD in H, il 
segmento CH è apotema della linea poligonale r^olare in- 
scritta in A^, che ha AD per lato. Ora dal triangolo GAH 
ahbiamo GA — GH<AH, ossia HE<AH; ma AH decresce 
indefinitamente, raddoppiando successivamente ii numero dei 
iati della linea poligonale regolare inscritta, dunque HE pure 
decresce indefinitamente. 

Decresce indefinitamente la differenza tra il raggio di un 
arco e l'apotema di una linea pol^nale ruotare inscritta, 
quando questa ai fa variare raddoppiando successivamente il 
numero dei suoi lati. 

2° II segmento CE' è ra^o di una linea poligonale rego- 
lare circoscritta all'arco ADE, e che ha E'D' per lato. Ora dal 
triangolo CEE' abbiamo CE'— GÈ < EE', ossia AE" < BE'; ma 
BE' decresce indefinitamente, raddoppiando successivamente il 
numero dei lati della linea poligonale regolare circoscritta, 
dunque anche Al? decresce indefinitamente. 

Decresce indefinitamente la differenza tra il raggio dì un 
arco ed il raggio di una linea poligonale regolare circoscritta, 
quando questa si fa variare raddoppiando successivamente il 
numero dei suoi Jaii, 
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4*c. Teorema 1° — Se una linea poligonale 
regolare compie un giro, rotando intorno ad un 
diametro del circolo inscritto, che non la divide, 
genera una superfìcie equivalente al rettangolo del 
circolo inscritto e della somma delle proiezioni dei 
suoi lati sull'asse. 

Consideriamo un segmento AB ed una retta r situata in 
uno dei suoi piani, ma che non divida AB, e che non sia ad 
esso perpendicolare. Chiamiamo C il punto medio di AB ed 
A', B', C le proiezioni di A, B, G sopra r ; poi conduciamo la 
retta perpendicolare ad AB in C, situata nel piano che con- 
tiene AB ed r, chiamiamo D il punto in cui incontra r, con- 
duciamo da A la parallela ad r, e chiamiamo E il punto in 
cui incontra BE'. 

Il segmento AB, compiendo un giro intorno ad r, genera 
wia superficie che è c[uella laterale dì un tronco di cono, il 
qiiale ha AB per apotema, il circolo descritto da G per sezione 
media, ed è perciò equivalente alla superficie laterale di un 
cilindro che ha AB per altezza, ed il circolo descritto da G 
per base (412, G.) (407, G. 2°). Ora ciascun lato del triangolo 
ABE è perpendicolare ad un lato corrispondente del triangolo 
GDG', quindi sono uguali gli angoli corr isponden ti dei due 
triang oli (69 , G. 6°), e perciò aCgd =AB.GG' (362, T. 1»), 
ossia A'B'.GD = AB.CC', perchè AB^ A'B', dunque la super- 
ficie generata da AB è equivalente alla superficie laterale del 
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cilindro che ha per altezza A'B' e CD per raggio di un circolo 
base (4i3, T.), ossìa è equivalente al rettangolo di A'B' e del 
circolo che ha GD per raggio (407, G. 2"). 

Se AB è parallelo ad r, o se un suo estremo A è un punto 
di r, la superficie generata è quella laterale dì un cilindro o 
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di un cono : nei primo caso D, E coincidono con C, B , nel 
secondo caso coincidono A, A.' e B', E; ma sempre la superficie 
generata da AB è equivalente al rettangolo di A'B' e del cir- 
colo che ha CD per raggio. 

Consideriamo ora una qualunijuG linea poligonale regolare, 
per esempio ABD; chiamiamo e il circolo inscritto, C il suo 
centro, A', B', D' le proiezioni di A, ^ 

B, D sopra una retta condotta per C 
nel piano della linea poligonale, in 
modo che non la divida, e CE, GP le 
distanze dei lati AB, BD dal centro. 
Evidentemente nessun lato della linea 
poligonale può essere perpendicolare 
ad r, quindi, se essa compie un giro rotando intorno ad r, abbiamo 
dimostrato che la superfìcie generata da AB è equivalente al 
rettangolo dì A'B' e del circolo e, la superficie generata da 
BD è equivalente al rettangolo di B'iy e del circolo o, perciò 
la somma di questi rettangoli, cioè il rettangolo della somma 
A'D' delle proiezioni dei lati della linea poligonale regolare, 
eseguite sopra r e del cìrcolo inscritto e, è equivalente alla 
superficie generata dalla linea poligonale. 

Teorema 2° — Se un settore poligonale rego- 
lare compie un giro rotando intorno ad un dia- 
metro del circolo inscritto , che nou lo divide, 
genera un solido equivalente a due terzi del pa- 
rallelepipedo della superficie del circolo inscritto e 
della somma delle proiezioni dei lati della sua linea 
poligonale sull'asse. 

Consideriamo un triangolo ABC insieme ad una retta r del 
suo piano, che passando per C non divida ABC, e chiamiamo 
CD l'altezza corrispondente ad AB. Se U lato GB appartiene 
ad r, e se la proiezione A' di A sopra r è un punto del lato 
BC, il solido generato da ABC, rotando intorno ad r e com- 
piendo un giro, è equivalente alla somma dei solidi dei coni 
generati da AGA', ABA', cioè equivalente al terzo del parai- 
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lelepipedo della superficie del circolo generato da A e di BC ; 
ma la superficie di questo circolo è la metà del rettangolo di 
AA' del circolo descritto da A, dunque il solido ge nerato da 
ABC è equivalente al terzo del parallelepipedo di AA'.BC e 
della m età del circ olo des critto da A. È poi evidente che 
AA'.BG=::2ABG=AB.GD, perciò lo stesso solidoè equiva- 
lente ai terzo del 'parallelepipedo del rettangolo AB.CD e della 
metà del circolo descritto da A', ossia al terzo del paraDele- 
pipedo di CD e della mota del rettangolo di AB e del circolo 
descritto da A, ma ìa metà di questo rettangolo è la superficie 



' A' 

i AB, dunque il solido generato da ABC è equiva- 
lente al terzo del parallelepipedo della superficie generata da 
AB e di CD. Allo stesso risultato si arriva sempre, supponendo 
che BG appartenga ad r, se A' non e compreso in BC, consi- 
derando il solido generato da ABC come differenza dei soUdi 
dei coni generati da ABA', ACA', e se A' cade in C , poiché 
allora il soUdo generato da ABC è quello di un cono. 

Quando BC non appartiene ad r ed AB non è parallela ad 
r, chiamiamo E il punto comune alle rette r, AB. Il solido 
generato da ABC è la differenza di quelli generati da ABC, 
BEC ; ora il primo è equivalente al terzo del parallelepipedo 
della superficie generata da AE e di 
CD, H secondo h equivalente al torzo 
dei parallelepipedo della superficie 
generata da BE e di CD, dunque il 
solido generato da ABC è equivalente 
al terzo del parallelepipedo della superficie generata da AB 
e di CD, come nel caso precedente. 

Quando AB è parallelo ad r, e G è compreso fra le proie- 
zioni A', B' di A, B sopra r, il solido generato da ABC è equi- 
valente alla ditTerenza del solido del cilindro generato da 
ABB'A' e dei solidi dei coni generati da ACA', BGB', cioè equi- 
valente alla differenza del parallelepipedo della superficie del 
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circolo descritto da D e di A.'B' e dei parallelepipedi della stessa 
superficie circolare o del terzo di A'C + CB' = A'B'. Ora il 
doppio della superiìcie del circolo descritto da D è equivalente 
al rettangolo di CD e del circolo descritto da D, perciò il solido 
generato da ABC è equivalente al parallelepipedo del rettan- 
golo di A'B' e del circolo descritto da D e del terzo di CD, 
ossia al terzo del parallelepipedo della superficie generata da 
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AB e di CD, come nei casi precedenti. Allo stesso risultato si 
arriva sempre, ritenendo che AB sia parallelo ad r, se uno 
dei punti A', B', per esempio A', è compreso fra C, B', consi- 
derando il solido generato da ABC come difi'erenza tra la 
somma del solido del cilindro generato da ABB'A' insieme al 
solido del cono generato da AGA' e del solido del cono gene- 
rato da BCB', e se uno dei lati GA, GB, per esempio CA, è 
perpendicolare ad r, considerando il solido generato da ABC 
come differenza del solido del cilindro generato da ABB'A' e 
del solido del cono generato da BB'C. 

Consideriamo ora un qualunque settore poligonale regolare 
ABDG, chiamiamo e il cìrcolo inscritto, C il suo eentro, A',D' le 
proiezioni di A,D sopra una retta r condotta per G nel piano del 
settore poligonale, in modo che non lo divida. Evidentemente se 
il settore poligonale compie un giro rotando intorno ad r, il 
solido che genera è la somma dei solidi generati dai triangoli 
ABC, BDG, ossia è equivalente al terzo 
del parallelepipedo della superficie ge- 
nerata dalla linea poligonale ABD e dal 
raggio del cìrcolo inscritto e ; ma la su- 
perficie generata dalla linea poligonale 
ABD è equivalente al rettangolo di A'D' 
e del circolo e, dunque il solido generato 
dal settore pol^onale è equivalente al 
terzo del parallelepipedo di A'D' e del rettangolo di e e del 
suo raggio, dunque finalmente vediamo che il solido in que- 
stione è equivalente a due terzi del parallelepipedo della su- 
perficie di e e di A'D'. 
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Corollario. — Se un settore poligonale regolare compie 
un giro rotando intorno ad un diametro del circolo inscritto, 
che non lo divide, genera un solido cc[uivalente al terzo del 
parallelepipedo della superficie generata dalla linea poligonale 
del settore poligonale e del raggio del circolo inscritto. 

*ii. Teorema. — Un settore sferico è limite dei 
solidi generati dai settori poligonali regolari in- 
scritti e circoscritti al settore circolare , che lo 
genera, le cui linee poligonali hanno uno stesso 
numero di lati, e variano raddoppiando successi- 
vamente questo numero. 

Sìa ADE l'arco che comprende il settore circolare, il quale, 
compiendo un giro rotando intorno alla retta r, genera un 
settore sferico di una sfera o col centro in G. Consideriamo 
due settori poligonali regolari, per esempio ADBC, kfijifi, 
uno inscritto e l'altro circoscritto al settore circolare, ohe 
abbiano uno stesso numero di lati ; facendoli rotare, compiendo 
un giro intomo ad r, generano due solidi W, V, che variano 
raddoppiando successivamente il nu- 
mero dei lati delle linee poligonali dei 
settori poligonali che li generano. Chia- 
miamo A.', A,', B', B,' le proiezioni dei 
punti A, Aj, B, Bi sopra r, chiamiamo 
K il punto dì contatto di A^D, coU'arco, 
e H il punto comune a GK ed AD. 
Il solido Ve eijuivalente a due terzi del parallelepipedo delia 
superficie di e e di A/B,' (416, T. 2°), ora, variando V, le dif- 
ferenze CA, — CA = A,A, CBj — CB=B,B sono continuamente 
decrescenti (415, C. 2"), ijuindi è chiaro che anche le loro 
proiezioni A,'A', B,'B' sono continuamente decrescenti ; ma 
A/B/ ^ A/A' + A'B' 4- B'B/, dove A'B' è costante, dunque è 
continuamente decrescente A/B/, e perciò V. 

Il solido W è equivalente a due terzi del parallelepipedo 
della sup^ficie del circolo che ha per raggio GH e di A'B' 
(416, T. 2°); ora, variando W, il segmento A'B' rimane costante, 
il segmento CH ò contìnuamente crescente (415, G. 1°), quindi 
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è continuamente crescente la superfìcie del circolo che ha 
per raggio CH, e perciò W. Osserviamo poi che evidentemente 
si ha sempre Y> W. 

Ora la differenza V — TT è equivalente a due terzi della 
differenza del parallelepipedo della superficie del circolo che 
ha GK per raggio e di A/B/, e del parallelepipedo della su- 
perficie del circolo che ha per ra^o GH e di A'B' ; ma 
A'B' = Aj'A'-|- B'B,' -|- A'B', dunque la stessa differenza è equi- 
valente a due terzi di quella dei paralielepipedi che hanno 
una stessa altezza A'B' e per basi le superlìcie dei circoli che 
hanno per raggi CK, CH insieme ai due terzi del parallele- 
pìpedo della superficie di e e di A/A'+B'B/, la differenza 
fra le superficie dei circoh che hanno per ra^i CK, CH, de- 
cresce indefinitamente, perche deci esce indefinitamente la dif- 
ferenza GK — GH (4i5, G. 1") (405, T, 2°), ed abbiamo anche 
veduto che A/A'-j-B'B,' decresce indefinitamente, dunque 
decresce indefinitamente V—W, e V,W sono convellenti. 

n settore sferico dato essendo sempre compreso tea. V, W, 
è naturalmente limite di Y, W. 

Corollari, — 1° In ogni settore circolare si possono in- 
scrivere e circoscrivere settori poligonali regolari, le cui linee 

poligonali abbiano due, quattro, lati; quando il settore 

circolare genera un settore sferico, ì settori poligonali ge- 
nerano solidi che sono equivalenti a noti parallelepipedi 
(416, T. 2"), dunque ogni settore sferico si può considerare 
come limite dì grandezze principali. 

2° Peliamo concepire settori poligonah, inscritti e circo- 
scritti ad un settore circolare, variabili con l^gi diverse, ed 
anche non regolari, in modo che quando il settore circolare 
genera un settore sferico, questi settori poligonali generino 
solidi che siano convergenti, e quindi abbiano il settore sferico 
per limite. 

3° Uno stato qualunque di V, per esempio quello generato 
da AiDjBj^C, essendo equivalente a due terzi del paraUelepipedo 
della superficie di e e di A'^B',, è maggiore di due terzi del 
parallelepipedo di e e di A'B'; uno stato qualunque di W, per 
esempio quello generato da ADBC, essendo equivalente a due 
terzi del parallelepipedo della superficie del circolo che ha 
perraggio CH e di A'B', è minore di due terzi del p 
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della superficie di e e di A'B', quindi i due terzi di questo 
parailelepipedo sono una grandezza limite di V, W. Ora e è un 
circolo massimo della afera, cui appartiene il settore sferico, 
che è pure limite di V, W, A'B' è evidentemente l'altezza della 
zona sferica, base del settore sfeiico dunque 

Un settore sferico è equivalente a du( tei zi del parallele- 
pipedo della superficie di un circolo ma'i'-imo e dell'altezza 
della zona sferica, che è base del settore. 



*f §, Corollario. — i° Immaginiamo un settore sferico come 
limite di due solidi V, W, il primo generato da un settore po- 
ligonale circoscritto al settore circolare che genera il settore 
sferico, il secondo generato da un settore poligonale inscritto 
allo stesso settore circolare, che varino con una le^e asse- 
gnata (417, C, 1°, 2°), Preso y=: ABGD, in modo che l'altezza 
di ABCD corrispondente alla base BCD sia uguale al raggio 
della sfera, e quindi al raggio del circolo massimo e, inscritto 
al settore poligonale che genera V, prendiamo sopra ED, dalla 
stessa parte di D rispetto a B, i punti D', E, in modo che sia 
W = ABGD', ed il tetraedro ABCDE equivalente al settore sfe- 
rico (417, G. 3°). Essendo V continuamente decrescente e W 
continuamente crescente, è chiaro che BCD, e quindi BD, è 
continuamente decrescente, mentre BCD', e quindi BD', è con- 
tinuamente crescente ; essendo poi V>'W, sarà BCD > BCD', 
e BD>BD'. Ora la differenza V —■ W ~ AGDD' decre- 
sce indefinitamente, quindi decresce indeiìnitamente l'altra 
BCD — BCD' = GDD' (397, C. 3"), e perciò anche BD— BD'^ DD' 
(382, G. 1°); maKm.(V, Tr) = ABGE, dunque ì triangoli BGD, 
BCD' sono convellenti ed hanno per limite BCB, i segmenti 
BD, BD' sono convergenti ed hanno per limite BE. Il solido 
V è equivalente al terzo del parallelepipedo del raggio della 
sfera e della superficie Y' generata dalla linea poponaie del 
settore poligonale che genera V (416, C), per conseguenza 
y 7= BCD. Siccome poi il sofido W è equivalente al terzo della 
somma dei parallelepipedi delle superficie generate dai iati 
della linea poligonale del settore poligonale che genera W, e 
delle loro rispettive distanze dal centro della sfera, le quali 
sono tutte minori del raggio, ne segue che la superficie W, 
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la linea poligonale del settore poligonale che ge- 
nera W, è maggiore di BGD': prendiamo 
W' = 'BCD", in modo che D" stia sulla BD 
dalla stessa parte di B rispetto a B. Essendo 
V eijulTalente al rettangolo del circolo mas- 
simo e e della somma delle proiezioni sul- 
l'asse dei lati della linea poligonale che la 
genera, è V mj^giore del rettai^olo di un circolo massimo 
e dell'altezza della zona base del settore sferico ; essendo W' la 
somma dei rettangoli delle proiezioni di ciascun lato delia linea 
poligonale che la genera e del circolo che ha per rs^gio la 
distanza del lato dal centro della afera, evidentemente W è 
minore del rettangolo di un circolo massimo e dell'altezza 
della zona base del settore sferico ; così vediamo che sempre 
V>W' ossia BGD > BGD". Abbiamo poi detto che BCD">BGD', 
perciò BGD — BGD"<BGD — BCD', quindi GDD" decresce in- 
definitamente, e gii sfeiti successivi di BCD, o BD, insieme a 
quelli successivamente crescenti di BCD'', o BD", si possono 
considerare come stati di .due triangoli, o sementi, variabili 
convergenti. 

Considerando le coppie di variabili convergenti BGD, BCD' ; 
BCD, BCD", ed osservando che sempre BGD>BCD", BCD>BCD', 
ne deduciamo (393, T. 1°) che ì loro lìmiti sono equivalenti ; 
quindi vediamo che il lìmite di BGD, BGIt" è BCE, e quindi 
che il Umìte di BD, BD" è BE. Facendo variare V, W con 
un' altra legge, sempre però in modo che siano convellenti e 
quindi abbiano per limite il settore sferico, se invece di BCE, 
per limite di BGD, BGD", trovassimo un altro triangolo BGE', 
sarebbe ABGE' = ABCE (387, G.), per cui BCE = BGE', o^ia 
BE = BE', E' coinciderebbe con E, e si avrebbe lo stesso limite 
di prima. 

Abbiamo cosi dimostrato che se due solidi V, W, il primo 
generato da un settore pol^onale cireoaerilto ad un settore 
circolare che genera un settore sferico, ed il secondo generato da 
un settore pol^onale inscritto allo stesso settore circolare, sono 
variabili convergenti, e quindi hanno per limite il settore sfe- 
rico, i successivi stati della superficie V generata dalla linea 
poligonale del settore poligonale che genera V, e gli stati sìtc- 
cessimmente crescenti della superficie W generata dalla lìnea 
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poligonale del settore pol^nale clie genera W, si posson 
considerare come stati di due variahili convergenti, che pe 
conseguenza hanno un limite, e che questo limite riman 
sempre lo stesso, comunque si muti la legge che fa variar 
V, W, poiché sempre rimangono convergenti, e quindi hann 
per limite il settore sferico. 

DeSnizioue. — Diremo che una zomi sferica è equivalente al Utnil 
delle linee poligonali variabili inscrìtte o circoscritte all'arco ohe la g< 
nera, quando i solidi generati dai loro settori poligonali sono convergenl 
e quindi hanno per limite il settoi'e sferico che ha per base ìa iona. 

Corollari. — 3" Aihiamo veduto che il rettangolo dell'a 
tezza di una zona sferica e di un circolo massimo della su 
sfera è maggiore della superficie W e minore delia superfìci 
V (418, C. 1°), che hanno per limite la zona, quindi: 

Una zona, o calotta sferica, è equivalente al rettangolo dell 
sua altezza e di un circolo massimo della sua sfera. 

3° Un settore sferico è equivalente al terzo del paralli 
lepipedo della sua zona base e del raggio della sua sfera. 

U9. Corollari. — 1° Il solido tli una sfera e limite dei solic 
generati dai poligoni regolari inscritti e circoscritti ad u 
circolo massimo che generi la sfera, i quali hanno uno stess 
numero di lati, e variano raddoppiando successivamente quest 
numero (417, T.). 

2" Una sfera è equivalente al limite delle superfìcie gt 
nerate dai contomi dei poligoni variabili inscritti o circoscritl 
al circolo massimo che genera la sfera, quando i solidi gt 
nerati da questi poligoni sono convellenti, e quindi hanno pe 
limite il solido della sfera (418, G. i»), (418, D.). 

3" Il solido di una sfera è equivalente a due terzi dt 
parallelepipedo della superfìcie di un circolo massimo e d< 
diametro (417, C. 3"). 

4' Una sfera è equivalente al rettangolo di un suo circol 
ma^imo e di un diametro (418, C. 2°). 

Una sfera è quadrupla della superfìcie di un suo circol 
massimo. 

5° Il sohdo di una sfera è equivalente al terzo del para 
(Ila sfera e di un suo raggio (418, C. 3°). 
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430. Corollario. ■ — Potendo considerare una zona sferica 
ed un settore sferico come limiti di grandezze principali, ne 
deduciamo che esiste sempre un triangolo somma di date 
zone sferiche, un tetraedro somma di dati settori sferici. 

Possiamo anche dire che esiste sempre un triangolo o un 
tetraedro multiplo, o summultiplo, secondo un numero dato, 
dì una zona sferica o di un settore sferico (390, G. 6°); ecc. ecc. 
(N. XXX). 
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LIBRO V. 



TEORIA DELLE PROPORZIONI 



I. Proprietà generali delle proporzioni. 



481. Nelle s^uentì ricerche, senza dirlo esplìcitamente 

ciascuna volta, ci riferiremo sempre a grandezze principali o 
limiti di due serie convergenti di grandezze principali. Riter- 
remo quindi che, date due grandezze A,B, sia sempre verificato 
uno dei tre casi A^ B, ed uno solo, che esista sempre una 
grandezza somma di quante si vegliano grandezze omogenee, 
e perciò ^ista sempre una grandezza multipla di una data 
secondo un numero dato, ecc., ecc. Riterremo pure che date 
due grandezze non equivalenti, esista sempre una grandezza 
multipla della minore e maggiore dell'altra. Questa proprietà, 
che abbiamo domandato per ì sementi (P.X), è stata poi di- 
mostrata per tutte le altre specie di grandezze che abbiamo 
introdotto fin qiii. 
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Teorema. — Date due grandezze, non equivalenti, 
esiste sempre una grandezza multipla di una terza 
e compresa fra due grandezze equimultiple delle 
prime. 

Siano A, B, C le tre grandezze date, e sia ^ > C, per cui 
potremo porre A = C -{- B. Tra le successire grandezze mul- 
tiple di JD prendiamone una D' > B, allora, se C è multipla 
di C come ly è multipla di D, sappiamo che A' = C' -]- D' q C 
sono equimulUpìe di A, C (348, T.). Tra le successive gran- 
dezze multiple di S, e maggiori di C, consideriamo la minore 
B' > C. Se B" è la precedente, si ha B' = B" + B, ed evi- 
dentemente B" ^ C, per cui, ricordandoci che B < fl', ve- 
diamo che B" < C 4- ^> ossia B' < A'; ma abbiamo preso 
B' > C, dnnqne A', C sono le grandezze cercate equimultiple 
1 4. C e B € la ìt inde/za ceicat nuìtplT ì S e com- 
ire?a f a e'fse 

423 Definiz one — Da e due g ai dame a eoonda a 2, 3,... 

OQ eila p aajao le e i 3 voi a seconda quando 

!e fera dezze uc e s amen e mul p e di ifues e no magg on della 

p in a la maggio e è equi a en e alta se o da andezza e d ppìa, è 

L.OS per esei p 1 tp le gnnlezze A B f,o '^B ^A g 
3B "> J die amo ci e la j, a dezza B entii 1 e t Ite a A, 
o che 4 co t ene d v Ite la ^landezza B 

Date fé apre le lue grandez/K AB se tro an o B <A, 
po'^iamo solamente d e che B entra 1 lue p volto, 
e ir amo 3S > 4 p a o ola e e d ci e B 3ntra 
^ ne o 1 Ire olt 

423. Teorema 1° — Dati due gruppi formati da 
uno stesso numero di grandezze, se ciascuna gran- 
dezza del primo contiene uno stesso numero di volte 
una grandezza del secondo, una grandezza somma 
di quelle del primo gruppo pure contiene lo stesso 
numero di volte una grandezza somma di quelle del 
secondo gruppo. 
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Supponiamo clie le grandezze A, B, C, contengano uno 

stesso numero di volte , per esempio due , rispettivamente le 
grandezze A',B', C',.... Avremo 2A'S A < ^A', 2B' ^B< 3S', 

2C' S C < se, «luindi, seèS = 4+B-t-C+..., 

S' = A' + B" + C'-f ..., sarà 2S' = 2A' -]- 2B' -\- 2C' + 

(348, T.), e perciò 2S' S S, sarà SS' — 3A' + ZB' + 3C' +...., 
e perciò SS'> S, dunque pure S conterrà due volte 5'. 

Teorema 2° — Se due grandezze contengono uno 
stesso numero di volte altre due grandezze, conten- 
gono pure uno stesso numero di volte due loro 
equimultiple. 

Se A, S contengono uno stesso numero di volte rispettiva- 
mente C, D, la grandezza A si ottiene sommando un certo 
numero di grandezze equivalenti a C ed una grandezza minore 
di C, la grandezza B si ottiene sommando un ugual numero di 
grandezze equivalenti a j9 ed una grandezza minore di D. 
Ora due grandezze equimultiple di C, B si ottengono sommando 
un ugual numero di grandezze equivalenti a (7 e a Z>, dunque 
sono contenute uno stesso numero di volte in A, B. 

Teorema 3° — Si può sempre fare in modo che 
la somma di una grandezza costante e di una varia- 
bile, indefinitamente decrescente, contenga un'altra 
grandezza data quante volte la contiene !a gran- 
dezza costante. 

Gonsideriamo una grandezza A -\- V, essendo A costante e 
V variabile indelìnitamente decrescente. Se, per esempio, 
A contiene tre volto una grandezza B, o abbiamo SB = A, 
o 3fi < A; nel primo caso A-\~V=::3B -}- V, e, preso V<B, 
allora ancte A-[- T contiene JB tre volte; nel secondo caso 
A=èE -^ C, àova C < A, perciò A + r = 3B + C+ F, e, 
preso F < B — C, si ha C 4" F < jS, ed allora anche A + F 
contiene B tre volte. 
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4!84. Date quattro grandezze A, B, C, D, prendiamo A', C 
equimultiple di A, C secondo un numero qualunque (42i); 
quando ^ — B e C ~ D, le B, D sono contenute uno stesso 

numero dì volte in A', C, e precisannente due, tre , volle, 

se A', C sono doppie, triple,... di A, C; quando ^ =: C, B=D, 
abbiamo A' = C (349, T.), e B, D sono contenute lo stesso 
numero di volte in A', C 

Definizione. — Date tpattro graadezze, prese in. un oerk) oiiiine, 
SI dice ohe formano una proporzione, se la seconda e la quarta sono con- 
tenute aempre uno atesso numero di volte in due grandezze equimultiple 
della prima e della terza, secondo qualunque numero. 

L'osservazione precedente mostra l'esistenza di grandezze 
che formano una proporzione; possiamo dire: 

Corollari. — 1° Quattro grandezze formano una propor- 
zione, se la prima è equivalente alla seconda, e la terza alla 
quarta; ovvero se la prima è equivalente alla terza, e la se- 
conda alla quarta. 
Quattro grandezze equivalenti formano una proporzione. 

S° Se le grandezze A, B, C, D, prese nell'ordine scritto , 
formano una proporzione, la formano anche prese nell'ordine 
C, D, A, B. 

3" Se A, B, C, D formano una proporzione, e se ^4 = A', 
B=.B', C = C, D=. D', anche A', ff, C', V formano una 
proporzione. 

Quando A, B, C, B formeranno una proporzione, scriveremo 
A : B :: C : D, o C : D::A:B, e leggeremo A sta a B come 
C sta a B, C sta a B come A sta a B. 

Evidentemente , se A : fi :: C : A devono essere separata- 
mente omogenee le A, B, e le C, D; quando intenderemo che 
tutte le grandezze della proporzione siano omogenee, lo diremo 
esplicitamente, 

4SK. Befinizioni, — 1^ Se quattro grandezze formano una propor- 
zione, ai dice pure che la ragiorte della prima alla seconda è uguale a 
quella della terza alla quarta. 

Parlando di ragione di due grandezze, naturalmente inten- 
diamo che siano omogenee. Se sono uguali le ragioni di A, B; 
C, B; E, F\ , cioè se A: B ::C: B, C : B :: S : F , , pos- 
siamo scrivere semplicemente A : B :: C : D :: E : F :: .... 
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3» Se cpjBttro grandezze formano una proporzione , la prima e la 
quarta si dicono !e estreme, la seconda e la terza le medie. Le grandezze 
antecedenti sono la prima e la terza , e le conseguenti sono la seconda 
e la quarta. 

Se A : B" C : D, le grandezze estreme sono A, D, le medie 
sono B, C; le grandezze antecedenti sono A, C, le conseguenti 
sono B, D. 

«SS. Teorema 1° — Due ragioni uguali ad una 
terza sono uguali fra loro. 

Se A : B :: II : K, C : D :: H : K, 

si Ila pure: A : B :: C : D. 

Infatti, se prendiamo A', C, IF equìmulLiple dì A, C, H, per 
ipolesi IT contiene tante volte K, quante volte A' contiene B 
e C contiene D\ dunque A', C contengono B, D uno stesso 
numero di volte, e perciò A : B::C: D. 

Teorema 2° — Se sono uguali più ragioni di 
grandezze tutte omogenee, ciascuna di esse è uguale 
a quella della somma di tutte le grandezze antece- 
denti e della somma di tutte le conseguenti. 

Se U : K :: A : B :: C : B :: E : F :: ...., supponendo omogeneo 
tutte queste grandezze, alibiarao 

A + C + S + :B-\-B-{-F+ ■.■.H:K. 

Infetti, se S', A'i C, E', sono arhitrarie equimultipie di 

H, A, C, E, , le H', A', C, E, , per ipotesi , contengono 

rispettivamente uno stesso numero di volte le E, B, D, F, ; 

ora A' -\- C -\- E' -}■ è multipla AiA-\-C-\-E come 

IT è multipla di 3 (348, T.), e di più A' + C ^ E' -j- 

contiene tante volte B -\- D~\~F-\- quante volte S.AF, 

sono rispettivamente contenute in A', C, E\ (433, T. 1°), 

ossia quante volte K è contenuta in H', dunque 

4 + C-1-E+ \ B -\- D -\- F '\- "E-.K. 

Corollari. — 1» Se 4 : B :: C : O ne deduciamo 
A -{- G : B -\' D :: A: B :: C : D, 
ossia: data una proporzione, la somma delle grandezze ante- 
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cedenti sta alla somma delle cons^uentl , come una antece- 
dente aUa sua conseguente. 

2° Se ^ = C =: £ = e B = D = F:= , è chiaro 

che^' =A-i-C -\-E+ , e B' = B + D+F-{- sono 

due grandezze equimultiple di A, B, e che A:B :: A' : B'. "Vice- 
versa, se sono date le grandezze A', B' e due loro eijuisum- 
multiple A, B, le A', B' sono equimultiple di A, B, e pure 
A' -.B' :: A: B, dunque : 

La ragione di due grandezze è uguale a quella di due loro 
equimultipìe o equisummultiple. 

3° Se A', A" sono due grandezze una multipla e V altra 
summuhipla di A, secondo lo stesso numero , le A', A sono 
equimultipìe di A, A", quindi A' : A :: A: A". 

Definizione. — Una proporzione ai dice continua, quando sono equi- 
valenti le due grande7^e medie. La grandezza media di una proporalone 
contìnua si dice media geometrica fra le dae estreme. 

Così una grandezza è media geometrica tra una sua mul- 
tipla ed una sua summultìpla, secondo uno stesso numero. 

««i. Teorema 1° — In una proporzione alle prime 
due grandezze, e alle ultime due, si possono sosti- 
tuire due loro equimultipìe, o equisummultiple. 

Se ^ : B :: e : J3, e se A', B' sono due equimultipìe, equi- 
summultiple, di A, B, abbiamo che A : B :: A' : ff (426, G. 2°), 
e perciò che A' iB ::C : B (426, T. 1°). Analogamente, se C, B' 
sono due equimultipìe, o equisummultiple, di C, B, ne dedu- 
ciamo che ^ : S :: C : B',eA anche che A': B'::C' :i/ (426, T.l"). 

Teorema S° — In una proporzione alle gran- 
dezze antecedenti , e alle conseguenti , si possono 
sostituire due loro equimultipìe, o equisummultiple. 

Se A : B :: e : D, e se A', C sono due grandezze equimultipìe 
di A, C, sappiamo che tutte le grandezze equimultipìe di A', 
C sono pure equimultipìe di A, C (349, C), e quindi conten- 
gono per ipotesi uno stesso numero di volte le B, D; perciò 
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A' : Bv.C : D. Ora, se &, D' sono equìmultiple di B, D, sap- 
piamo che, essendo B, B contenute uno stesso numero di volte 
in A', C, anche B', B' sono contenute uno stesso numero di 
volte in A', C (423, T. 2"), dimiiiie A: B' ::C : B^. Combinando 
i due risultati troviamo che A' : B' ;: C : B'. 

Se B', ly sono equisummuitiple di B, B, ed A", C" sono eqm- 
multiple di ^, f7 come B, B lo sono di B', D', si ha che 
A" :B::C" : B;m3.A: B' :: A" : B, C : ly :: C" : B (m, G. 2% 
dunque A:B' ::C:iy (426, T. i"). 

Se A', C sono eq;uisummultipie di A, C, e se B", D" sopo 
etjuimultìple di B, D come A, C lo sono di A', C, si ha che 
A:B' ■.:C:B';maA':B::A : B", C ; i) :: C : /)" (426, G. 2°), 
dunque A' -.Bi-.C :B (426, T. 1°). 

Combinando i due risultati troviamo che A' : B' :: C : B'. 
Corollario. — Una grandezza sta ad una sua multipla, o 
summultjpla , come un'altra grandezza sta alla sua equimuV 
tipta, o equisutnmuìtipla. 

488. Teorema 1° — Data una proporzione, se una 
grandezza antecedente è maggiore , equivalente o 
minore, della sua conseguente, anche l'altra gran- 
dezza antecedente è maggiore, equivalente o minore, 
della sua conseguente. 

Data la proporzione A : B :: C : B, se ^ '^ S, se ne deduce 
che C'^ B, e viceversa. 

Se ^ < -B, la B non è contenuta in A , quindi nemmeno 
la B può essere contenuta in C, perciò C < B; e viceversa. 

Se ^ > B, poniamo A~B-\-E, e prendiamo una gran- 
dezza E' doppia, tripla,.... di E, tale che sia E' > S (421), ed 
una grandezza B' pure doppia, tripla,... di B. Se A' =B +.5*, 
la A' è pure doppia, tripla,.... di A (349, T.), ed evidentemente 
B è contenuta in A' più di due, tre,.... volte, perchè è con- 
tenuta due, tre,.,., volte in B', e almeno una volta in E', 
essendo E' > B. Ora, se C è doppia, tripla,.... di C, anche B 
d^ve essere contenuta più di due, tre,.... volte in C , perciò 
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sarà OD; e viceversa. Se ^ = -B, non possiamo avere 
C < A perchè sarebbe A ^ B, dunque deve essere C = D, 
e viceversa. 

Corollario 1" — Datala proporzione j4:5::C:Ase^',Csono 
equimultiple, o equisummultiple, di A, C, e se B', D' sono eqni- 
multiple, equisummultiple, di B, D, abbiamo cbe A' :B'v.C':iy 
(427, T.2''), quindi se A%ff sene deduce che C'% D\ e viceversa. 

Teorema 2° — Data una proporzione, fra gran- 
dezze tutte omogenee, se la prima grandezza è mag- 
giore, equivalente o minore, della terza, la seconda 
grandezza è maggiore, equivalente o minore, della 
quarta, e viceversa. 

Data la proporzione A : R :: C : D, te^ gi'andeaze tutte omo- 
genee, se ^ § C, se ne deduce che B% D, G viceversa. 

Se 4 > £7, sappiamo che esiste una grandezza If multipla 
di B, e che esìstono due grandezze A', C equimultiple di A, C, 
in modo che sia A' > B' ^ C (421, T.). Ora se D' è multipla 
di B, come B' è multipla di B, emendo A' > B\ ne deduciamo 
(428, C. 1") che C > i>' ; ma S' > C, dunque B' > D' (342, T. 1°) 
e B> D (350, T.), (421). Viceversa, se B > D, sappiamo cho 
esiste una grandezza C multipla di C, e che esistono due gran- 
dezze B', B' equimultiple di B, B, in modo che sia B' > OD'. 
Ora se A' è multipla di A come C è multipla di C, essendo 
C > D', ne deduciamo che A' > B' ; ma B' > C, dunque 
A' :> C e A > C. 

Analogamente si dimostra che se ^<Cèi?<Z), e vice- 
versa. Se poi A=^C, non può essere -B S -D, perchè sarebbe 
A^C, dunque deve essere j5 =; C, e viceversa. 

Corollario 2" — Data la proporzione A : B :: C: D, se 
A', & sono equimultiple, o equisummultiple, di A, B, e se C',D' 
sono equimultiple, o equisummultiple, di C, D, abbiamo che 
A' : B' :: C : D' (427, T. 1"), quindi, se A' = C, se ne deduce 
che B' $ D'. 
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*s». Teorema 1" — Quando quattro grandezze, 
tutte omogenee, formano una proporzione, formano 
ancora una proporzione se fra loro mutano posto 
le medie o le estreme. 

Se A: B:: e : D, essendo A,Ii,C,D tutte omogoiiec, abbiamo 
pure ch.eA:C::B:De che B : B::C:A. 

Prendiamo due grandezze A', B' equimultipie dì A, B, in 
modo che sia ^4' > C, e fra le successive grandezze multiple 
di C, e minori di A', prendiamo la madore C', per cui C è 
contenuta tante volte in A' quante volte è contenuta in C, 
e avremo C <A' <C' -\- C. Ora, se D' è multipla di D come 
C è multipla di C, anche Z»' -]- C è multipla di D come C'-\-C 
è multipla di C, e perciò ^': jS':: C: D' eA' : B' :: C'+C:0'+D. 
Essendo C < A', deduciamo dalla prima proporzione che D'<B', 
ed essendo A' <C'-\~ C, deduciamo dalla seconda che B'<P-\-D 
{428, T. 2°) , dunque D' < B' < D' -\- D, e perciò vediamo che 
D è contenuta tante volte in B' , quante volte è contenuta 
in B'; ma C, D sono contenute lo stesso numero di volte 
nelle loro equimultipie C, D', dunque sono contenute uno 
stesso numero di volte anche nelle A', B', ed abbiamo che 
A : C :: B : D. l^B date grandezze formano ancora una propor- 
zione se mutano posto le medie. Scrivendo la proporzione data 
sotto la forma C :B:: A : B (424, C. 2°), ne deduciamo, mutando 
posto alle medie, che C : A :: B : B, e quindi che D : B :: C : A. 
Le date grandezze formano ancora nna proporzione se mutano 
posto le estreme. 

Teorema 2° — Quando quattro grandezze for- 
mano una proporzione , formano ancora una pro- 
porzione se fra loro mutano posto ciascuna ante- 
cedente e la sua conseguente. 

Se A: B::C:D abbiamo pure che B : A :: D : C. 

Prendiamo due grandezze ff, D' equimultipie di B, D, in modo 
che sia B > j4, e fra le successive grandezze multiple di A, e 
minori di B', prendiamo la maggiore A', per cui A è contenuta 
tante volte in B quante volte è contenuta in A', e avremo 
A' < B' < A' -\- A. Ora, se C è multipla di C come A' è mul- 
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tìpla di A, anche C + C è multipla di C come A' -]-Aè mul- 
tipla di A, e perciò A' : B" :: C : If g A' -{- A i ff : : C'-\- C : If. 
Essendo 4' < 5', deduciamo dalla prima proporzione che C'<D', 
ed essendo B'< A'-j-A, deduciamo dalla seconda che D'< €'-{- C 
(482, T. 1"), dunque C < 2/ < C + C, e perciò vediamo che 
C è contenuta tante volte in D' quante volte è contenuta in C; 
maC, A sono contenute lo stesso numero di volte nelle loro 
equimultiple C, A', dunque sono contenute uno stesso numero 
di volte anche nelle ff, B', ed abbiamo che B: A::D:C. 

Definiaìoui. — i" Data una proporzione fra grandezze tutte omogenee, 
permutare le medie, o permutare Ib estreme, significa dedurre l'altra pro- 
porzione che si trova quando fra loro mutano posto le medie, o le estreme, 
2" Invertire una data propone ione, significa dedurre l'altra propor- 
zione che ai trova quando fra loro mutano posto ciascuna antecedente e 
la sua conseguente, 

Curollarl. — 1" Se le grandezze di una proporzione non 
sono tutte omogenee, possiamo scriverla sotto quattro diffe- 
renti aspetti: 

A:B::C:D C : D :: A : B 
B:A::D:C D : C :: B : A. 
Se tutte le grandezze della proporzione sono omogenee, pos- 
siamo scriverla sotto altri quattro aspetti: 
A:C::B:D B : li :: A : C 
C:A -.-.D: B D:B::C:A. 
2° Date due proporzioni, se tre grandezze della prima sono 
equivalenti a tre deUa seconda, prese nello stesso ordine, anche 
le due rimanenti grandezze sono equivalenti. 

Invertendo convenientemente possiamo sempre fare in modo 
che le tre grandezze equivalenti delle due proporzioni siano 
le prime tre, cioè che le due proporzioni si scrivano sotto la 
forma : 

A:B::C: D, A' : B' :: C : D', 
^seìiAQA=A',B= B', C=C". Ora abbiamo che yl :B:: A' : B' 
(426,0.2°), quindi pure C : -D :: C : i)' (426, T. l");raaC=:C', 
dunque D — B' (428, T. 2'). 

Definizioni. — S"- Prese tre grandezze, in un dato ordine, un'altra 
grande7,Ka si dice quarta pro2K»'^wnale rispetto ad esse, se la prima sta 
alla seconda, come la terza sta alla quarta. 
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— 384 — 

4» Prese due grandezze , in un dato ordine, un'altra grandezza si 
dice terza proporzionale rispetto ad esse, se la prima sta alla seconda, 
come la seconda età alla terza . 

5* Prese due grandezze, in un dato ordine, un'altra grandezza si 
dice quarta proporzionale rispetto ad esse, se la seconda sta alla terza 
proporzionale, ix)me la terza proporzionale sta alla quarta. 

ISO. Teorema 1" — Data una proporzione, la 
somma delle prime due grandezze sta alla prima, 
alla seconda, come la seconda delle ultime due sta 
alla terza, o alla quarta. 

Se ^ : S :: e : A si ha che ^ 4- j5 : B ;: e + Z) : Z), 
A'\-B:A::GArD:C. 

Infatti, se A', B", C, D' sono equimultiple arbitrarie dì A, B, 
C, D, sappiamo che A' -)■- B', C -\- D' sono eijiiiiiiultiple di 
A -]- B, C -i- B ; ora B è contenuta in A' + B' tante volto 
qiiante è contenuta in A' ed in B', e cosi D è contenuta in 
C D' tónte volte quante è contenuta in C" ed in D'; ina B,D 
sono contenute uno slesso numero di volte nelle loro equimul- 
tiple B',I/ ed uno stesso numero di volte in A', C, perchè 
A.BiiC'.D, dunque sono contenute uno stesso numero di volte 
anche in A' -f- B', C + D', e perciò A-\-B: B::C^ B: B. 
Dalla data proporzione, invertendo, si ha che B : Av. B: C, &, 
applicando a questa proporzione ì! ragionamento fatto prece- 
dentemente, ne deduciamo che A -\- B : A v. e -\- B : C. 

Teorema 3° — Quattro grandezze formano una 
proporzione, se la somma delle prime due sta alla 
prima, o alla seconda, come la somma delle ultime 
due sta alla terza, o alla quarta. 

^%A-\-B:A::C-^B:Co A -\- B : B :: C -'t B : B, se ne 
deduce che A : B v. C : B. 

Infatti, se A', B\ C, B' sono equimuUiple arbitrarie di A, 
B, C, B, sappiamo che A' + B', C -\- B' sono equimultiple di 
A -{- B, C'\-B; ora B è contenuta, per ipotesi, tante volte 
in A' '[• B', quante volto B è contenuta in C -[- B', ma B,B 
sono contenute uno stesso numero di volte nelle loro equimul- 
tiple B', ly, duni-pie devono essere contenute uno stesso nu- 
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mero di volte anche in A', C, e perciò A: B ::€: D. Analo- 
gamente, supponendo che A -\- B: A :: C + D : C, se tiq deduce 
(ihe B : A .. D : C, e, invertendo, A : B ::C:D. 

Corollario. — Data la proporzione A: B ::C : D,sq A-> B 
sappiamo che C> B, ed allora possiamo considerare A come 
la somma di S o dì ^ — B, possiamo considerare C come la 
somma di O e di C ~ fl , quindi por il teorema precedente 
possiamo poiTe 

A — B : B :: C ~ D : D, A — B : A :: C — D : C. 

Definizioni. — 1" Comporre una proporzione significa scrivere che 
ia somma della prime due grandezze sta alla piima, o alla seconda, come 
la somma delle ultime due sta alla terza, o alla quarta. 

2" Dividere una proporzione , quando la prima e quindi la terza 
grandezza sono maggiori rispettivamente della seconda e della quarta, 
significa scrivere clie la differenza della prima e della seconda grandezza 
sta alla prima, o alla seconda, come la differenza della terza e della quarta 
sta alla terza, o alla quarta. 

431. Teorema 1° — Dati due gruppi ciascuno for- 
mato da tre grandezze omogenee , se la ragione 
della prima e della seconda di uno è uguale alla 
ragione della prima e della seconda dell'altro, e se 
la ragione della seconda e della terza di questo è 
uguale alla ragione della seconda e della terza di 
quello, quando in un gruppo la prima grandezza è 
maggiore, equivalente o minore, della terza, anche 
nell'altro gruppo la prima grandezza è maggiore, 
equivalente o minore, della terza. 

Date tre grandezze omogenee A, B, C, ed altre tre pure 
omogenee D, E, F, s& A : B :: B : E, B : C :: S : F, < 



-4 ^ C se ne deduce che B^ F. 

Supponendo ^i > C prendiamo A', C eguimultìple di A, C 
e B' multipla di B in modo che sia A'> B' ^ C , poi pren- 
diamo le grandezze B', B', F' multiple rispettivamente di 
B, E, F come A', B', C sono multiple di A, B, C. Avendo 
A'^B' dalla proporzione A-.By.D-.EnQ deduciamo che Bf>Ff, 
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ed avendo B' > C dalla proporzione B :C :: E : F ne dedu- 
ciamo che £f > F', quindi jff >F'; ma D', F' sono multiple di 
D, F come A', C sono eqiiimultiple di A, C, dunque anche 
D', F' sono equimultiple di H, F, e perciò D > J^(350, T.) (421). 
Analogamente, supposto A<C,si dimostra che D < J^. Se poi 
A=iC non può e^ere -D 5 -f, perchè sarebbe A^C, dunque 
deve essere D = F. 

Teorema 3° — Dati due gruppi ciascuno formato 
da tre grandezze omogenee , se la ragione della 
prima e della seconda di uno è uguale alla ragione 
della prima e della seconda dell'altro, e la ragione 
della seconda e della terza di questo, è uguale alla 
ragione della seconda e della terza di quello, si de- 
duce che la ragione della prima e della terza di uno 
è uguale alla ragione della prima e della terza del- 
l'altro. 

Date tre grandezze omogenee A, B, C, ed altre tre pure 
omogenee B,E,F, se A: B :: B: E, B : C v. E : F, se ne de- 
duce che A:C::D:F. 

Prendiamo A', B' equimultiple di A, D, in modo che sia 
A' > C, Q fra le successive grandezze multiplo di C e minori 
di A' prendiamo la madore C ; avremo C < A' <C' -{■ C. 
Ora, se F' è multipla di F come C è multipla di C, anche 
J?* + J^ è multipla di F come C + C è multipla di C, e la 
proporzione B : C :: E : F ci dà B : C :: E : F' e 

B:G'-\-C::E:F' -\-F; 
avendo pure A' : B :: I^ : E (427, T. 2'), poiché A' > C tro- 
viamo iy> F', e poiché A' <C' -[-C troviamo i/ < F'-^F 
(431, T. 1'), quindi F' < D' < F' -\- F, ossia F è contenuto in 
B' quante volte è contenuto in F', ma C < A' < C -^ C, 
ossia C è contenuto in A' quante volte è contenuto in C, e 
C, F' essendo equimultiple di C, F le contengono uno stesso 
numero di volte, dunque anche A', D' contengono uno stesso 
numero di volte C, F, e perciò A : C v. D : F. 
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43S. Teorema 1" — Dati due gruppi ciascuno 
formato da tre grandezze omogenee, se la ragione 
della prima e della seconda di ciascuno è uguale 
alla ragione della seconda e della terza dell'altro, 
quando in un gruppo la prima grandezza è mag- 
giore, eqHivalente o minore, della terza, anche nel- 
l'altro gruppo la prima grandezza è maggiore, equi- 
valente minore, della terza. 

Date Ire grandezze omogenee A, B, C, ed altre tre pure 
omogenee Z), E, F , se A : B :: E : F, B : C :: D : E, quando 
^ ^ C se ne deduce che D^ F. 

Supponendo A > C possiamo prendere A', C cijuimultiple 
Ai A, C Q B' multipla di £ in modo che sìa A' "^ B' > C". 
Allora, se E, F' sono rispettivamente multiple di E, F come 
A', B' sono multiple di A, B, avendo che A : B :: E : F e& os- 
sendo ;!'> B', ne deduciamo che E' > F',e se B' è multipla di 
D come B' è multipla di B, essendo A', C equimultiple di A, C 
od E', A' equimultiple di E, A, ne segue che E', C sono equi- 
multiple di E, C, ed avendo B : C :: D : E e B' > C, ne dedu- 
ciamo chei)'> E, per cui i>'> F'; ma iy,F' sono equimultiple 
di D, F, perchè multiple dì D,F come B' è multipla di B, dunque 
anche D> F. Analogamente , supposto A <C, si dimostra 
che i> < i*". Se poi ^ =:_C non può essere D ^ F, perchè 
sarebbe A%C, dunque deve essere D=: F. 

Teorema 3° — Dati due gruppi ciascuno formato 
da tre grandezze omogenee , se la ragione della 
prima e della seconda di ciascuno è uguale alia ra- 
gione della seconda e della terza dell'altro, si de- 
duce che la ragione della prima e della terza dì uno 
è uguale alla ragione della prima e della terza del- 
l'altro. 

Date tre grandezze omogenee A, B, C, ed altro tre pure 
omogenee D, E, F, se A : S :: E : F, B : C :: D : E, se no de- 
duce che A : C :: D : F. 
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Prendiamo A', :E, D' equimultiple di A, E, T), in modo che 
sia ^' > C, e fra 1b succi^sive grandezze multiple di C e mi- 
nori di A! prendiamo la maggiore C, avremo C < A} <C' + C. 
Ora, se B', F' sono equimultiple di B, F come C è multipla 
di C, anche B -\- B, F' ■\- F sono equimultiple di B, F come 
C -\-Gh multipla di C, e perciò dalle duo proporzioni sup- 
poste discendono le altre A' : B' :: E" : F', B' :C' :/. ly : E' e 
A' : B' -\-B :: E" : F'-[^F, B'+B : C'+ G :: D' : E' (437. T. i", 2"). 
Dalle prime due, essendo A' > C, deduciamo cheZ)' > F', ed 
essendo A' < C'+ C, dalle altre due deduciamo che IfK F'-\-F 
(432, T. i"), dunque F' < 1/ < i?" + F, e perciò F h contenuta 
in D' quante volte ò contenuta in F' ; ma C è contenuta in A' 
(quante volte è contenuta in C, e C, F' equimultiple di C, F 
le contei^ono lo stesso numero di volte , dunque anche A', 
jy contengono uno stesso numero di volte C, F, e perciò 
A:C::B:F. 

433- Corollari. — 1° Le proporzioni A:B::D:E, B:C::E:F 
poste sotto la forma A:B::D:E, C : B :: F : E, o sotto l'altra 
B : A:: E : D, B : C :: E : F, hanno le stesse conseguenti, o le 
stesse antecedenti, ed allora (431, T. 2°) fra le loro antecedenti, 
o conseguenti, sussiste la proporzione A : C :: B : F. 

2" Le proporzioni A : B :: E : F, B : C :: D : E poste sotto 
la formai -.BwE-.F, C : B :: E : B, osottol'altra j5:A::jP:£^, 
B : C :: D : E, hanno le stesse medie, o le stesse estreme, ed 
allora (432, T. 2°) fra le loro estreme, o medie, sussiste la pro- 
porzione A : C :: D : F. 

B' Se A:B::C:Xi, E:B v.F : D, G : B::H: B, dalle 

prime due proporzioni, che hanno le stesse conseguenti , ne 
deduciamo che A : E \: C : F, quindi, componendo, 

E:A-\rE::F:C^F, 
proporzione che ha le stesse antecedenti della seconda, e (juindi 
combinata con essa ci dà /t -\- E : B :: C -\- F : D. Introducendo 
ora la terza proporzione , con considerazioni analc^he alle 
precedenti, troviamo che A -\- E-{- G : B :: C -\- F -\- B : D, a 
cosi di seguito, dunque in generale 

A-\-E-YG + :B::C + F-{'H^ : D, 
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n. Grandezze direttamente e inverBamente 
proporzionali. 

434. Se r è una data grandezza variabile e W è mul- 
tipla summultìpla di V, secondo un numero fissato, gli stati 
di VyWsi corrispondono univocamente (381, D. 2^). Ghiamaniio 
Vf , V^ due stati ii V & W, , W^ gli stati corriapondenti di 
W, ahhiamo die F, : F, :: W^ : W^ (426, G. 2°). Se F è una 
grandezza variabile e W', W" sono una multipla e l'altra sum- 
muttipla di V, secondo uno stesso numero lìssato, gli stati di 
W,W" sì corrispondono univocamente. Chiamando W,', W,' 
due stati ài W & W,", W\ gli stati corrispondenti di TF", es- 
sendo TF,',F equimultiple di Fi, TF/', si ha che ÌF,':F::F: W,", 
ed essendo F', , F eguimultiple di F, TFj" abbiamo che 
F TF*, W"j T Da queste due pioporzioni si deduce 
che W\ TT^a TF"a W ', (43d, G 2°) 

Deflniziom — 1» Due grandezze variabili, ed uni\ooameiite dipen 
denti,s ctiamano d^retlainetite p> opor^ionah, qaaado uìio alalo qoa.hiiinaB 
di una sta ad un altio pure qualunquej della stessa lanaLile, come lo 
stalo dell altia eoiiispondente al primo sta a quello pure dell altia, cor 
napondente al secondo 

2' Due grandezze vaiiabili, ed unnoiamente dipendenti -Jitìii-onD 
mv^ sam^ite pi f^oì monah, quando uno stato qualunque di una ^ta ad 
un. altro, pure qualunque, della stessa variabile come lo stato dell altra 
comapondenle al secondo sta a quello, pure dell altra comspondente al 

Le osservazioni precedenti mostrano 1 esistenza di variabili 
duettamente o inversamente pi opoi ztonali, f po'-siamo due 
Corollario — Dna giandezza variabile ed una sua mul- 
tipla, summultìpla secondo un numeio fissato sono diret 
tamente proporzionali 

Le grandezze multiple e summultiple di una vaiiabiie data, 
secondo uno ste^iso numero fissato, sono m\ei--amente piopoi 
ziunali 

435. Teorema 1° — Due grandezze variabili sono 
dipendenti univocamente, e direttamente o inver- 
samente proporzionali , se imo stato qualunque di 
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una sta ad una grandezza costante, come uno stato 
dell' altra sta pure ad una grandezza costante o 
come una grandezza costante sta ad uno stato del- 
l'altra. 

Se V, W sono due variabili, A, B due costanti, e se per 
ogni stato Tj di V esiste uno stato W^ di W, tale clie si abbia 
V^: AwWi-. B, prendendo come corrispondenti gli stati F, , 
W^ , le variabili dipendono fra loro univocamente, poiché se 
per un altro stato W^ di W si avesse pure Vi'. A: : W^: B^ 
sarebbe necessariamente W^ = W^ (429, G. 2"). Di più, con- 
siderando altri due stati corrispondenti V^ , W^ di V, W, 
abbiamo pure clie V^: A:: W^: B, dunque V^: V^:: W^i W\ 
(433, C. 1*), e V, W sono direttamente proporzionali. 

Analogamente, se abbiamo che V^: A :: B : Wi, si dimostra 
che V, W dipendono univocamente, e per due coppie di stati 
corrispondenti r, , H^i ; F^ , W^ si ha che V^: V^:: W^i W„ 
per culle due variabili sono inversamente proporzionali. 

Teorema 2° — Quando due grandezze sono diret- 
tamente proporzionali , a stati crescenti , o decre- 
scenti, dì una corrispondono stati crescenti, o de- 
crescenti , dell'altra ; quando sono inversamente 
proporzionali , a stati crescenti , o decrescenti , di 
una corrispondono stati decrescenti , o crescenti , 
dell'altra. 

Siano r, W due grandezze direttamente, o inversamente, 
proporzionali, siano V^ 5 F^ due stati , decrescenti o cre- 
scenti, di V e siano W^, W^ i due stati corrispondenti di W. 
Se le grandezze sono direttamente proporzionali, abbiamo che 
F, ; F, : : TF, : Wj e quindi, essendo F, 5 Fg, se ne deduce che 
TFj 5 TFj , e TFi , W^ sono stati pure decrescenti o crescenti 
di W; se le grandezze sono inversamente proporzionali, al>- 
biamo che F, : Fa : : TFj : W^, e qiiindi, essendo Vi 5 Vs, se ne 
deduce che W, 5 TF^, W^, 1^^ sono stati crescenti decre- 
scenti' di TF. 
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Teorema 3° — Se due grandezze omogenee sono 
direttamente proporzionali, e se uno stato di una è 
maggiore, equivalente o minore, dello stato corri- 
spondente dell'altra, ogni altro stato della prima è 
pure maggiore , equivalente o minore , dello stato 
corrispondente della seconda. 

Se V, W sono direttamente proporzionali, se V^ ^ Wi sono 
due stati corrispondenti di V, W, e se V^, W^ sono altri due loro 
stati pure corrispondenti, &i lia che T\ ^ j,:: W^ : W^, quindi, 
essendo V^^W^, se ne deduce che T ^ § W^. 

Definizione. — Daio due graudezze omogenee direttamente propor- 
zionali, una qualunque ti matigime, fqmwdeHle o mìreore, dell'altra, quando 
tutti i suoi alati sono miggiori equ\alenti ) minori, degli stati coni" 
spendenti dell'altra. 

Teorema 4° ~ Quando due grandezze sono diret- 
tamente proporzionali , se una cresce o decresce 
indefinitamente, anche l'altra cresce o decresce inde- 
finitamente, quando sono inversamente proporzionali, 
se una cresce o decresce indefinitamente , l'altra 
decresce o cresce indefinitamente. 

Siano V, W due variabili e "Fj , W, due loro stati corri- 
spondenti fissi. Se 4 è una grandezza piccola quanto si vuole, 
ed omogenea con W, sarà contenuta un certo numero di volte 
in TTj , allora, se V decresce indefinitamente, possiamo sempre 
trovare un suo stato V^ tale eie V^ lo contenga un numero 
di volte maniere del numero delle volte che Tf^ contiene A. 
Chiamato W^ lo stato corrispondente a F^, quando F',TFsono 
direttamente proporzionali, avendo che V^ : V^ :: W, : W^, deve 
essere W^ contenuto in W^ tante volte quante V^ è contenuto 
in Fj, ossia un numero di volte martore del numero delle 
volte che W^ contiene A e perciò deve essere evidentemente 
IT, < A, quindi pure W decresce indefinitamente. Se A è 
grande quanto si vuole, ed omogenea con W, conterrà W^ un 
certo numero di volte, allora, se V cresce indefinitamente, 
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) sempre trovare un suo stato V^ tale che contenga 
F", un numero di volte maggiore del numero delle volte 
che A contiene Wi- Chiamato W^ lo stato corrispondente a 
Fj, c[uando V, W sono direttamente proporzionali, avendo che 
V^-.V^wWj-.Wi, deve essere PT, contenuto in W^ tante 
volte quante V^ è contenuto in V^ , ossia un numero di volte 
madore del numero delle volte TFj è contenuto in A, perciò 
deve essere evidentemente W^ > ^, e quindi pure W cresce 
indefinitamente. 

Anal(^amente si dimostra che, quando F, W sono inversa- 
mente proporzionali, se V cresce o decresce indefinitamente, 
W decresce o cresce indefinitamente. 

43G. Teorema 1° — Due variabili, univocamente 
dipendenti , sono direttamente proporzionali , se a 
stati crescenti, o decrescenti, di una corrispondono 
pure stati crescenti, o decrescenti, dell'altra, e se 
sono corrispondenti due stati equimultipìi dì due 
stati corrispondenti. 

Supponiamo che F, W siano due variabili dipendenti uni- 
vocamente, Fi ^ F, siano due stati di F, e TF^ ^ IF5 i due 
stati corrispondenti di TF. Se V\ , W"i sono equimultiple 
di Fj , TFj , tra le successive grandezze multiple di V^ e 
minori di V\ scegliamo la maggiore V^ , per cui avremo 
^t<^'i<T^i+ f^f Se TF's è multipla di W^ come V^ è mul- 
tipla di F,, ne segue che W\ -\~ W^ è multipla di W^ come 
^'s+^a è multipla di V^; ora, per ipotesi, essendo corri- 
spondenti due stati equimultipìi di stati corrispondenti, TF'^, 
TF'b + TFj sono gli stati corrispondenti a F'j, F's+F^, ed 
essendo V'^<V^< V\ + T^ai e crescenti decrescenti gli 
stati che corrispondono a stati crescenti decrescenti , deve 
essere TF'j < TF'i < W"j-1- TF,, perciò TF, deve essere conte- 
nuta in TF*i tante volte quante è contenuta in TF'j, cioè tante 
volte quante F, è contenuta in F^, ossia quante volte F^ ò 
contenuta in V, , dunque F, : F^ : : TF, : W^, e F, TF sono 
direttamente proporzionali. 
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Teorema 3° — Se due grandezze sono limiti di 
due coppie di variabili convergenti, e se le variabili 
decrescenti, o crescenti, sono direttamente propor- 
zionali, uno stato qualunque di una sta al proprio 
limite , come lo stato corrispondente dell'altra sta 
al proprio limite. 

Supponiamo dì avere tim. (V, W) = L, Itm. {V, W)^ L^, 
e supponiamo che V, V siano direttamente proporzionali, in 
modo che, chiamando F, , V\ due loro qualunque stati cor- 
rispondenti, si abbia sempre che V : Vi" V : V^. Se fl,i>, sono 
le differenze fra i limiti L,L^ e le V,Y, abbiamo V=L-^D, 
V' — I,,-j-i>j e le D, i), decrescono indefinitamente (421). Ora, 
se L', D', L\, D\ sono equimultiple di L, D, Li, D^, ne segue 
che L' -\- H, L\ + D\ sono eijuimultìple di L-\-D, i, + Dj, 
e decrescendo indeflnitamente D, D^, anche i/, I)\ decrescono 
indefinitamente (383, C. 2"), quindi possiamo evidentemente 
fere in modo che L' -f- D', L\ + D'i contengano rispettiva- 
mente V^ , F'j tante volte quante volte le contengono L', L\ 
(423, T, 3°), ma dalla proporzione stabilita si deduce che 
L-\-D: V^ :: L^ +Z), : V^, dunque L'-\-D',L\ -fi^^ e quindi 
L\ L\, contengono uno stesso numero di volte V^, F',, e 
perciò L: V^::L,: V\. 

Analogamente, se le duo variabili crescenti W, W sono di- 
rettamente proporzionali, e se TF„ W^ sono due loro stati 
corrispondenti, si dimostra che Z,: TFj : : i, : W,. 

Corollario. — Se le V, V, e quindi anche le TF, TF* e le 
L, L, , sono omogenee, possiamo anche porre V^ : V\ : : L : L^, 
o TFj : TP|::i;Z,,. 

ni. Applicazioni della teoria delle proporzioni 
ai segmenti, ai poligoni ed ai poliedri. 

1. Seg-iiWìiti proporaionali. 
439. Teorema 1° — Se i punti di due rette ai 
corrispondono univocamente , in modo che siano 
parallele le rette determinate dalle coppie di punti 
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corrispondenti , sono direttamente proporzionali i 
segmenti corrispondenti , cioè quelli che hanno per 
estremi punti corrispondenti. 

Date, in uno stesso piano, due rette r, r', prendiamo su di 
esse i punti A, A'; la retta AiA',, condotta per un punto 
qualunque A^ di r parallelamente alla AA', s^a r" in un punto 
A'^; come A, individua A.\ viceversa A.\ individua A,, e viene 
stabilita una corrispondenza univoca tra i punti delle due rette 
r.r' (12, D. 6). Considerati due segmenti corrispondenti AA,, 
A'A'j, sulla r, in una posizione qualunque, costruiamo BBj= AA„ 




e costruiamo sopra *■' il segmento corrispondente B'B', . Se le 
parallele alla r', condotte per i punti A,B, incontrano rispet- 
tivamente le rette A,A'„ B^B', nei punti C,D, i triangoli AA,C, 
BB,D sono uguali, quindi AG ^ BD ; ma AC ~ A'A'^ , ED ^ B'B', 
(126, T. 1°), dunque A' A', s B'B\, e possiamo dire che sono 
uguali i segmenti, di ciascuna retta, che corrispondono a seg- 
menti uguali dell'altra. Ne si^ue che sono corrispondenti due 
segmenti equimuUipli di sementi corrispondenti. Di più ogni 
segmento di r madore di AA, ha per corrispondente un 
segmento maniere di A' A',; infatti, se prendiamo AAj > AA„ 
in modo che AA^ comprenda A^, e se A'A'^ è il segmento cor- 
rispondente ad AA,, la retta AjA'j cade tutta da uno stesso 
lato rispetto ad A,A'i, quindi A' A', comprende A\, e perciò 
A'A'a > A'A',. Ne segue che a stati crescenti, o decrescenti, 
di un segmento corrispondono stati crescenti, o decrescenti, 
dell'altro. E dalle due proprietà dimostrate deduciamo che i 
1 segmenti corrispondenti sono direttamente proporzionali 
(436, T. l''). 

Se le r, r' sono parallele, sono uguali i segmenti corrispon- 
denti, ed il teorema è evidente. 
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■Corollari. — i' Se due rette r, r' sono date comun^ae 
nello spazio, e se per due punti A, A' di esse conduciamo un 
piano ad arbitrio, per ogni punto A,, di ima r, si può con- 
durre il piano parallelo al primo e far corrispondere ad A^ 
il punto A'j in cui questo piano s^a r', così abbiamo una 
corrispondenza univoca fra i punti ed i segmenti delle due 




rette. Se per un punto qualunque di r conduciamo una retta 
r" parallela alla r", e se chiamiamo A", A", i punti in cui 
sega i piani condotti per AA', A^A'^, sappiamo che AA", A,A," 
sono rette parallele, perciò i segmenti corrispondenti AA^.A^A", 
sono direttamente proporzionali ; ma A" A", = A'A\ (126, T, 2°), 
dunque anche i segmenti corrispondenti A.A.^, &.'A\ sono diretr 
tamente proporzionali. 

2" Dato un triangolo ABC, se dividiamo con punti arbitrari 
un lato AB, per esempio con i punti G',G", e se conduciamo 



le rette C'B', G"B" parallele a BG, che seghino AG in B', B", 
abbiamo che AB' : AC : ; B'B" : CG" : : B"G : C"B. 

Se un lato di un triangolo è comunque diviso in parti, le 
parallele condotte dai punti di divisione ad un altro lato, divi- 
dono il lato rimanente in parti direttamente proporzionali alle 
prime. 

Nello stesso triangolo abbiamo pure che 

AG' : AB' : : AC" : AB" : ; AB : AC. 
Quando un lato è diviso in parti uguali, come caso particolare, 
ritroviamo una proprietà già dimostrata {129, T, 4"). 

Teorema S" — Se i punti di due rette si cor- 
rispondono univocamente, in modo che siano diret- 
tamente proporzionali i segmenti corrispondenti, cioè 
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quelli che hanno per estremi punti corrispondenti, e 
se due coppie di punti corrispondenti determinano 
due rette parallele, tutte le coppie di punti corri- 
spondenti determinano rette parallele fra loro. 

I punti delle rette r, r' si corrispondano univocamente, e 
siano k,k^,k.^ tre punti di r ed A',A',, A.'^ i punti corrispon- 
denti di j*'. Supponiamo che i sementi corrispondenti siano 
direttamente proporzionali, per cui si abbia 
AAj : A'A', : : A^A^ : A'^A'^ , 
e supponiamo che siano parallele le rette AA', A^A'^. Se la 
parallela ad A^A',, condotta per A^, sega / in un punto Aj", 
dobbiamo avere AA, : A'A'^ : : A,As : A'^A"j (437, T. 1°), e 
quindi A'jA^" = A'jA'^ (429, G. 2»). Ne segue che Aj" deve 
coincidere con A^', dunque tutte le rette A^A'^, determinate 
dalle coppie di punti corrispondenti, sono parallele alle rette 
AA', AjA/, e quindi fra loro. 

Corollari. — 3" Se ì punti di due rette, comunque prese 
nello spazio, si corrispondono unìvocamente, in modo che siano 
direttamente proporzionali i sementi corrispondenti, e se due 
coppie di punti corrispondenti stanno sopra due piani paral- 
leli, tutte le coppie di punti corrispondenti stanno sopra piani 
paralleli fra loro. 

4" Dato 11 triangolo ABC, se dividiamo i lati AB, AG con 
i punti C, G" e B',B", in modo che si abbia 

AB' : AG' : : B'B" : G'G" : : B"G : C"B, 
ovvero AG' : AB' : : AC" : AB" : : AB : AG, le rette B'C, B"C" 
sono parallele a BG. 

Se due lati di un triangolo sono divisi in parti rispettiva- 
mente proporzionali, le rette che uniscono ì punti di divisione 
corrispondenti sono parallele al terzo lato. 

Quando i due lati sono divisi in uno stesso numero di parti 
uguali, come caso particolare, ritroviamo una proprietà già 
dimostrata (129, T. 3"). 

438. Teorema 1° — Dati due triangoli, se ciascun 
angolo di uno è uguale ad un angolo corrispon- 
dente dell'altro, sono uguali le ragioni dei lati cor- 
rispondenti. 
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Siano ABC, A'B'C i triangoli dati, e le tre coppie di lati 
corrispoadeiiti siano BC, B'C; CA, C'A'; AB, A'B'. Facciamo 




coincidere contemporaneamente i lati A'B', MG dell'angolo 
fJ^G con i lati AB, AC dell'angolo uguale A.BG, e chia- 
miamo B^" le posizioni che prendono i punti B',G'. Essendo 
B.CA^B'^"A, ne segue che le rette BC, B"C" sono paral- 
lele, dunque AB : AG : : AB" : AG" (437, G. 2°). Sostituendo per 
AB", AC" i segmenti uguali A'B', A'G', e permutando i seg- 
menti medi, troviamo che AB ; A'B' : : AC : MG. 

Proporzioni analoghe si dimostrano facendo invece coin- 
cidere le altre due coppie di angoli uguali, e raccogliendolo 
tutte possiamo scrivere BG ; B'C : : Gà : C'A' : ; AG ; A'G'. 

Teorema 3° — Dati due triangoli, so sono ugnali 
le ragioni che ogni lato di uno forma con un Iato 
corrispondente dell'altro, sono uguali i loro angoli 
corrispondenti. 

Dati i triangoli ABC, A'B'G', se abbiamo che 
BG : B'G' : ; CA : G'A' : : AB : A'B', 
presi sulle rette AB, AC, dalla stessa parte di B, G, i segmenti 
AB" ^ A'B', AG" = MG, avendo la proporzione 

AB : AB" : : AC : AG" , 
ne deduciamo che sono parallele le rette BG,B"G" (437, G, 4°), 
quindi sono uguali gU angoli corrispondenti dei due triangoh 
ABG, AB"G", e perciò AB : AB" : : BG : B"G" (438, T. 1"). Ora 
abbiamo per ipotesi che AB : A'B' :: BC : B'C, ed è A'B' = AB", 
dunque si deduce dalle due ultime proporzioni che B'C'=B"G" 
(429, C. 2°), per cui devono essere uguah i due triangoli AB"C", 
A'B'G', e per conseguenza devono essere uguali gli angoli cor- 
rispondenti dei triangoli dati ABG, A'B'G'. 
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Teorema 3" — Se due triangoli hanno uguali due 
angoli corrispondenti, e se sono uguali le ragioni 
dei lati corrispondenti elie li comprendono , anche 
gli angoli corrispondenti delle altre due coppie sono 
uguali. 

Dati ì triangoli ABG, A'B'C, se k/^ = M^G'. e se 
AB : A'B' : : AG : A'G', tacendo coinciiiero le rette A'B', A'G', 
lati di a!^G, eolie rette AB, AG, lati di A3C, se B',G' pren- 
dono le posizioni B", G", abbiamo che AB : AB" : ; AG : AC", 
quindi B"C" è parallela a BC _(437, G. 4^ o perciò 

B".G"A = B'^A' s B.GA, 
e ciascun angolo di un triangolo è uguale ad un angolo cor- 
rispondente dell'altro. 

4S». Teorema 1° — Se quattro segmenti formano 
una proporzione , il rettangolo dei medi è equiva- 
lente a quello degli estremi. 

Se AjB, : A^Cs : : A/B/ : A'^Cj, prendendo sopra i lati di un 
angolo arbitrario A.BC i segmenti AB = AjB,, AC = A.fi^, e 
sopra i lati di un altro angolo A'iB^G', uguale al primo, i seg- 




menti A'B' s A'iB\ , A'G' s A'jG'a , abbiamo due triangoli ABC, 
A'B'G', che hanno ug uali gli a ng oli corris pondenti (438, T, 3°), 
dunque sappiamo che AB. A'C = A'B'.AG (362, T. 1"), e perciò 
pure AjB, , A'^C'^ = A*^. A^C, . 

Teorema 3° — Quattro segmenti formano una 
proporzione , se il rettangolo di due è equivalente 
a quello degli altri due. 
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Se A^B, .A'5C'a=A',B\_^AjCi, sappiamo che, presi sui lati 
di due angoli uguali A.BG, A^KC i segmenti AB=AjB„ 
AC=A2Cj, A'B'^A.B,, A'G'^A'aG's, i triangoli ABC.A'B'C 
hanno gli angoli corrispondenti uguali (362, C. 1°), dunque 
AB : AG ; : A'B' : A'G', e perciò A^B^ : AjG^ : : A',B', : A'sC'^. 

Corollari. — 1° Un segmento è medio geometrico fra altri 
due (436, D.), se il suo quadrato è equivalente al loro rettan- 
golo, e viceversa. 

3" L'altezza di un triangolo rettangolo, corrispondente al 
vertice dell'angolo retto, è media geometrica fra i segmenti 
in cui divide l'ipotenusa. 

Un cateto di un triangolo rettangolo è medio geometrico 
fra l'ipotenusa e la sua proiezione su di essa (363, T. 2='). 

*éO. Teorema 1° — Se i punti di due rette paral- 
lele si corrispondono univocamente , in modo che 
passino per uno stesso punto le rette determinate 
dalle coppie di punti corrispondenti, i segmenti cor- 
rispondenti, cioè quelli che hanno per estremi punti 
corrispondenti, sono direttamente proporzionali. 

Date due rette parallele r, r', ed un punto P del loro piano, 
un punto qualunque A di una r determina la retta PA che 
sega la r' in un punto A' ; viceversa A' determina A, così 
abbiamo una corrispondenza univoca fra i punti delle due rette. 






Se AA^, BB, sono due segmenti qualunque di r e A'A',, B'B', 
i segmenti corrispondenti di r', anche AjB,A',B' sono sementi 
corrispondenti, ed i triangoli PAA„ PA'A'i e PA^B, PA',B' 
hanno gli angoli corrispondenti uguali, quindi 

AAj : A'A', : : PA, : PA', , PA, : PA', : : A,B : A',B' 
(438, T. i"), da cui si deduce che AA, : A'\\ : : A,B : A',B'. 
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Analogamente possiamo dimostrare eie AiB: .V,B'; :BB,; B'B\, 
duniiue AA, : A' A', : ; BB, ; B'B\, e soeo direttamente propor- 
zionali i segmenti corrispondenti. 

Corollario 1" — So i punti di due rette parallele si corri- 
spondono univocamente, in modo che passi un piano per una 
retta fìssa e per ogni coppia di punti corrispondenti, i segmenti 
corrispondenti sono direttamente proporzionali. 

Per vedere che questa proprietà discende immediatamente 
dal teorema precedente, basta coi^iderare i punti comuni alla 
figura ed al piano delle due date rette parallele. 

Teorema 2" — Se i punti di due rette parallelo 
si corrispondono univocamente , in modo che siano 
direttamente proporzionali i segmenti corrispondenti, 
cioè quelli che hanno per estrerai punti corrispon- 
denti, le rette determinate dalle coppie di punti cor- 
rispondenti sono tutte parallele fm loro, o passano 
tutte per uno stesso punto. 

I punti delle rette parallele r, r' si corrispondano univoca- 
mente e siano A, A^ , B tre punti di /■ ed A', A', , B' i tre 
punti corrispondenti di r'. Supponiamo che i segmenti corri- 
spondenti siano direttamente proporzionali, per cui si abhia 
AA, : A'A'i : : h.^ : A/E'; se AA^ = A'A'^ tutte le altre coppie 
di segmenti corrispondenti sono uguali, ed è evidente che tutte 
le rette AA', A^A/, BB',.... sono parallelo; se le rette AA', 
A,A/ si tagliano in un punto P, e se la retta PB sega }•' in 
un punto B" , dobbiamo avere AA, : A'A'^ : : AjB ; A',B" 
(440, T. 1°), e quindi A,'B' = A\B". Ne segue che B" deve 
coincidere con B', dunque tutte le rette BB' determinate dalle 
coppie di punti corrispondenti passano per un punto fisso P. 
Corollario 2° — Se i punti di due rette parallele si cor- 
rispondono univocamente, in modo che siano direttamente pro- 
porzionali i sementi corrispondenti, i piani determinati dalle 
coppie di punti corrispondenti e da un punto fisso passano per 
una retta fissa. 

Por vedere che questa proprietà discende immediatamente 
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dal teorema precedente, basta considerare i punti comuni alla 
figura ed al piano delle due date rette parallele, 

*M- Problema 1". — Dati tre o due segmenti, e fissato il 
loro ordine, costruire il segmento quarto o terzo proporzio- 
nale rispetto ad essi. 

Sopra un iato di un angolo arbitràrio prendiamo i segmenti 
AB,A.G uguali al primo ed ai secondo dei segmenti dati, 
e suir altro lato prendiamo il segmento AB' uguale al terzo; 
se la retta CC, parallela a BE', s^a la AB' in C, abbiamo che 
AB : AC : : AB' : AC (437, C. S°), quindi il segmento ccratraito 
AC è il quarto proporzionale cercato. 

Il problema si può risolvere anche prendendo sopra una 
retta r i segmenti AB, AG uguali al primo ed al secondo di 
quelli dati, e prendendo sopra una retta r', parallela ad r, il 
segmento A'B' uguale al terzo segmento dato; allora, se 




A'B' %_ AB, le rette AA', BB' determinano un punto P, la PC 
s^a r' in un punto C, e, sapendo che AB : AG : : A'B' : A'G' 
(440, T. i"), vediamo che A'C è il segmento cercato; se 
A'B' ^ AB, il segmento cercato A'C è uguale ad AC. 

Quando si tratta di costruirò il segmento terzo proporzionale 
rispetto a due segmenti dati, basta prendere il terzo segmento 
uguale ai secondo, cioè AB' = AG o A'B' = AC, secondo che si 
tratta della prima o della seconda costruzione. 

Problema 2". — Dividere un segmento dato in parti rispet- 
tivamente proporzionali a segmenti dati in un ordine fissato. 
Sopra un lato di un angolo A.Diy prendiamo un segmento 
AD uguale al segmento dato, che deve essere diviso nel modo 
detto, e sull'altro lato costruiamo successivamente i segmenti 
AB', B'G', CD' i^ali agli altri segmenti dati, presi nell'ordine 
stabilito. Dopo ciò, descrìtta la retfa DlV, costruiamo le rette 
B'B, CO parallele a DD', se queste rette segano AD in B, G, 
si ha che AB' ; AB : : B'C : BG : : CD' : GD, quindi i punti B, C 
dividono AD nel modo voluto. 

De Paolib. — Sfemenìr Ai flcuniiirio 26 
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Il problema si può anche risolvere prendendo sopra una 
retta parallela ad AD i segmenti consecutivi A'B', B'C, G'D' 
uguali agli altri segmenti dati, presi nell'ordine voluto, poi 
tirando le rette AA.', DD', che s'incontrano in un punto P, se 
AD g A'D', tirando le rette PB', PC, e prendendo i punti B, C 
in cui segano AD, infatti sappiamo che 

A'B' : AB : : B'C : BG : : CD' : CD 
(437, T. 1°) ; qiiando AD = A'D' il problema è già risoluto, poiché 
allora AB = A'B', BC =B'G', CDsG'D'. Se ì segmenti che de- 
vono essere proporzionali alle parti in cui si deve dividere il 
segmento dato si prendono tutti uguali fra loro, veniamo a 
dividere il segmento dato in parti uguah (129, Pr.). 

Corollari. — 1° Possiamo costruire il segmento medio 
geometrico fra due segmenti dati, perchè sappiamo costruire 
un quadrato equivalente ad un rettangolo dato (362, Pr.). 

2° Possiamo dividere un segmento in due parti, in modo 
che una di esse sia media geometrica fra il segmento dato e 
l'altra parte, perchè sappiamo dividere un segmento in due 
partì, in modo che il quadrato di una sia equivalente al ret- 
tangolo del segmento dato e dell'altra parte (363, C. 3°)- 

*4». Teorema 1° — La bisettrice di un angolo 
interno di un triangolo taglia il lato opposto in due 
segmenti, che stanno fra loro come gli altri due Iati, 
e viceversa. 

La bisettrice AD, dell'angolo interno A .BC del triangolo ABC, 
sega il lato BG in due parti BD, DC, ed abbiamo 
che BD : DG :: BA : AG. Infatti, se la parallela 
ad AD condotta da G incontra la retta AB 
in E, abbiaraoA.I>C^^GAÈ,A3b^ÉAG;j!ia 
per ipotesi ADG= A3D, dunque GAE =B.AA 
il triangolo ACB è is(tìcele, ed AG = AE.Ora, essendole rette BE, 
BG segate dalle parallele AD, CE, abbiamo cheBD:DG::BA:AB, 
dunque avremo pure che BD : DC :: BA : AG. Viceversa, se esisto 
questa proporzione e D è un punto di BG , esistendo pure 
im-a BDjJ)G :: BA ^E , deduciamo AE ^ AG , quindi 
C^AE = E.ACj^ perciò Od s A.DC, e la AD è la bisettrice 
dell'angolo A3C. 
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Teorema 3° — Se la bisettrice di un angolo 
esterno di un triangolo taglia la retta opposta, le 
distanze del punto d'intersezione dai suoi due ver- 
tici stanno fra loro come gli altri due lati. 

Se la bisettrice AD, di un angolo esterno A.GE Sei triangolo 
ABC, sega la retta BC in D, abbiamo che ED : DG :: BA : AC. 
Infatti, se la parallela ad AD comiotta da G incontra la retta 




AB in P , abbiamo G.AF = A.GD , P.GA - A.BD , ma per 
ipotesi a'ÌCD s a'^, dunque GAF = F.GA, il triangolo ACF 
è isoscele, ed AF = AG. Ora, essendo le rette BE, BG tegliate 
dalle parallele AD, CP, abbiamo che BD : DG :: BA : AF, dunque 
avremo pure che BD : DG :: BA : AC. Viceversa 3i dimostra che 
se esiste questa proporzione, e D è un punto della rette BG, 
la retta AD è la bisettrice dell'angolo esterno A.CE di ABG. 



2. Ragione di due poligoni e di due poliedri. 

AftS- Riterremo determinata, costruita, la ragiono di due 
grandezze geometriche, quando siano costruiti due segmenti la 
cui ragione sia uguale a quella delle due grandezze. Cosi pos- 
siamo sempre costruire la ragione dei perimetri di due poli- 
goni, perchè possiamo sempre costruire due segmenti uguali 
a questi perimetri. 

*4*. Teorema. — I triangoli ed i parallelogrammi 
che hanno costante un' altezza , o una hase , sono 
direttamente proporzionali alle basi, o alle altezze, 
corrispondenti. 
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Consideriamo tutti i triangoli, che hanno un'altezza uguale 
ad un segmento dato, come stati di un triangolo variabile, 
e tutte le basi, corrispondenti all'altezza costante, come stati 
di un segmento variabile. Queste due variabili sono univoca- 
mente dipendenti , poiché sappiamo che dato il triangolo e 
l'altezza rimane individuata la base corrispondente, e vice- 
versa (358, C. 1°). A stati crescenti, o decrescenti, del triai^olo 
corrispondono stati crescenti, o decrescenti, della base, e vice- 
versa (360, T. 2"); sono corrispondenti due stati equimultipli 
di stati corrispondenti (358, C. i"), dunque il triangolo è diret- 
tamente proporzionale alla base (436, T. 1°). 

Analogamente dimostriamo che i triangoli, ì ijuali hanno co- 
stante una base, sono direttamente proporzionali alle altezze. 
Se un parallelogrammo ed un triangolo hanno uguale un'al- 
tezza e la base corrispondente , il parallelogrammo è doppio 
del triangolo, quindi il teorema rimane dimostrato anche per 
i parallelogrammi. 

Corollario 1° — Il teorema precedente si può enunciare 
dicendo ; 

Due parallelogrammi, o due triai^oli, che hanno uguale una 
base, un'altezza, stanno fra loro come le altezze, o le basi, 
corrispondenti. 
Problema. — Costruire la ragione di due poligoni. 
Possiamo trasformare i due poligoni in due triangoli (359, C, 2°) 
con un'altezza, o una base, uguale; evidentemente la ragione 
dei due poligoni è uguale a quella dei due triangoli, e quindi 
a quella delie due basi , o delle due altezze , corrispondenti 
(444, G. !•). 

Corollario 2° — Possiamo costruire un poligono che formi 
una data ragione con un poligono dato. 

Possiamo costruire un poligono medio geometrico fra due 
poligoni dati, 

««5.' Teorema. — I prismi e le piramidi che hanno 
costante l'altezza, o la base, sono direttamente pro- 
porzionali alle basi, o alle altezze. 

Consideriamo tutti i prismi, che hanno l'altezza uguale ad 
un segmento dato, come stati di un prisma variabile, e tutte 
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le basi come stati di un pollone variabile. Queste due varia- 
bili sono univocamente dipendenti, poiché sappiamo che dato 
il prisma e l'altezza rimane individuata la base, e viceversa 
(373, C). A. stati crescenti , o decrescenti , del prisma corri- 
spondono stati crescenti, o decrescenti, della base, e viceversa 
(374, T. 2°), sono corrispondenti due stati equimultipli di stati 
corrispondenti (374, T, i% dunque il prisma è direttamente 
proporzionale alla base (436, T. 1°). 

Analogamente dimostriamo che i prismi, i quali hanno co- 
stante la base, sono direttamente proporzìonah alle altezze. 

Se una piramide ed un prisma hanno uguale l'altezza ed 
equivalenti le basi, il prisma è triplo della piramide, quindi 
il teorema rimane dimostrato anche per le piramidi. 

Corollario 1" — Il teorema precedente si può enunciare 
dicendo: 

Bue prismi, o due piramidi, che hanno uguali le altezze, o 
equivalenti le basi, stanno fra loro come le altezze, o le basi. 
Problema. — Costruire la ragione di duo pohedri. 
Possiamo trasformare i due poliedri in due tetraedri (400, Pr.) 
(398, Pr. 1°, 2°) colle basi equivalenti ; evidentemente la ragione 
dei due poliedri è uguale a quella dei due tetraedri, e quindi 
a quella delie altezze corrispondenti (445, T,). 

Corollario 3° — Possiamo costruire un poliedro che formi 
una data ragione con un poliedro dato. 

Possiamo costruire un poliedro medio geometrico fra due 
poliedri dati. 



3, Poliffoiì/l simili. 

4ftC Deflnizìoaì — 1° Due poligoni convessi, collo stesso numero 
di vertici, si dicono simili, quando possiamo far comspoiidere i loro ele- 
menti in modo che siano uguali due angoli corrispondenti qualunque, e 
le ragioni delle coppie di lati corrispondenti. 

2» Dati due poligoni simili, la loro ragione di similitudine è la 
ragione delle coppie di lati wrrlspondentì. 

CoroUarl — 1° Due triangoli sono simih, se ciascun an- 
golo di uno è i^iuale ad un angolo corrispondente dell' altro 
(438, T. 1°). 
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2° Due triangoli sono simili, se sono uguali le r^oni che 
ciascun lato di uno forma con un lato corrispondente dell'altro 
(438, T. 2"). 

3° Due triangoli sono simili, se hanno uguali due angoli 
corrispondenti, e sono uguali le ragioni dei lati corrispondenti 
(die li comprendono (438, T. 3"). 

4° Due poligoni convessi uguali sono simili fra loro. 

5" Due poligoni regolari, che hanno lo stesso numero di 
vertici, sono simili fra loro (324, C. 5"). 

44«. Teorema. — Due poligoni simili ad \m terzo 
sono sinailì fra loro. 

Se ABGDjA'B'G'D' sono due poligonisimiiial poligono A"B"C"D", 
abbiamo A.BD ~ A'^B''D" s AJ&Ì)' , quindi due loro angoli 




corrispondenti sono uguali. Abbiamo pure che 



A'B' : À"B" 
quindi AB : A'B 



ABCD, A'B'C'D' sono simili fra loro. 



B"G" :: CD : C"D" :: DA : D"A", 
B"C" ;: G'D' ; G"D" :: D'A' : D"A", 
B'G' ;: CD : G'D' :: DA : D'A', dunque 



- Due poligoni simili , di uno stesso piano, ai dicono 
direttamente simili o inversamente simili, seeondochè due punti che per- 
corrono il loro perimetro, incontrando successivaniente i vertici corrispon- 
denti, BÌ movono in uno st«sso senso o in senso opposto. 

Corollari. — 1" In uno stosso piano, due poligoni convessi 
direttamente o inversamente uguali sono direttamente o inver- 
samente simili fra loro. 

2" Dati due poligoni simili, facendo coincidere il piano di 
uno con quello dell'altro, possiamo sempre fare in modo che 
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vengano direttamente o inversamente simili, secondo le facce 
dei (lue piani che si fanno coincidere. 

3° Due poligoni , ambedue direttamente o inversamente 
simiti ad un terzo, sono sempre direttamente simili fra loro. 
Due poligoni simili ad un terzo , uno direttamente e l'altro 
inversamente, sono sempre inversamente simili fra loro. 

448. Corollari. — 1° Dati due poligoni simili, possiamo 
sempre disporli in modo che siano paralleli i lati corrispon- 
denti. 

2° Due triangoli sono simili, se ciascun lato di uno è paral- 
lelo ad un lato corrispondente dell'altro; infatti allora ciascun 
angolo di un triangolo è uguale ad un angolo corrispondente 
dell'altro. 

Definizione. — Due poligoni direttamente simili, si dicono similmente 
posti, quando sono paralleli i loro lati cormpondenti. 

44». Teorema — Due poligoni simili , e simil- 
mente posti, si possono sempre dividere in uno stesso 
numero di triangoli rispettivamente simili, e simil- 
mente posti. 

Se i due poligoni ABGD, A'B'G'D' sono simili e similmente 
posti, prendiamo un punto interno al primo, e costruiamo 




le rette A'0',B'0' parallele alle rette AO,BO, che si incontre- 
ranno in un punto 0'. I triangoli OAB,0'A'B' sono simili e simil- 



mente posti, e B'-VO' = B.AO ; ma B'.C'A' = B^A, 
angoli corrispondenti dei due poligoni, dungue B'.C'O' ~ B.GÒ. 
Ora abbiamo, dai triangoli OAB, O'A'B', che OB : O'B' :: AB : A'B' 
e siccome AB : A'B':: BC : B'G', abbiamo pure cheOB:(yB'::BG: B'C', 
dunque i triangoli O'B'G', OBG sono simili (446, C. 3=) e simil- 
mente posti. Analogamente si dimostra che sono simili e simil- 
mente posti i rimanenti triangoli O'G'D', OGD ed O'D'A', ODA, 
in cui vengono divisi i due poligoni. 
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Corollario 1° — Viceversa , se sono simili e similmente 
posti itmngoiiO'A'B',OAB;0'B'G',OBC;0'C'D',OGD; O'D'A', 
ODA, abbiamo subito che AB : A'B' :: OB : O'B' :: BG ; B'G' :: 
;: OC : O'G' :: GD : G'D' :: OD : O'D' :: DA : D'A', per cuiAB : A'B;^: 
:: BC : B'G' :: GD : CD' :: DA : D'A'. Di^ù i due aiuoli BAÒ, 
RCO, in cui viene divìso un angolo B.CA del primo poligono, 
sono uguali a due angoli E'.A'0', E'.G'O', in cui viene diviso 
l'angolo corrispondente B'^g'a' del secondo, poiché angoli cor- 
rispondenti di triangoli simili, dunque sono uguali gli angoli 
corrispondenti dei due poligoni, clie sono direttamente simili, 
I due polloni sono pure similmente posti, perchè ogni lato 
di uno è parallelo al lato corrispondente dell'altro, essendo 
lati corrispondenti di triangoli simili e similmente posti. 

2° Possiamo prendere coincidente con A, allora 0' coin- 
cide con A' ed i triangoli in cui vengono divisi i due poli- 
goni sono quelli ottenuti conducendo le diagonali che partono 
da A e da A'. 

Fro1)len[ia. — Dato un poligono convesso, costruirne un 
altro simile e similmente posto, che abbia con esso una data 
ragione di simiUtudine. 

Sia ABCDE un poligono convesso dato, e nel suo piano sia 
A'B' un segmento parallelo ad AB, descritto nello stesso senso 
e tale che la Tagionn di KB, A'B' sia uguale alla data ragione 
di sunihtudine. Sappiamo sempre costruire A'B', essendo un 
segmento quarto proporzionale rispetto a tre segmenti dati 
(44i, Pr. i"). __^ 

Costruendo nel piano del poligono dato gli angoliACB'G'=A,BG, 
B'^G^' = bSa, abbiamo il triangolo A'B'G' simile e similmente 



posto rispetto ad ABC^ostruejido neììo stesso piano gli an- 
goli A^D' s A.CD; G'.S'A' ^ G.DA, abbiamo il triangolo A'G'D' 
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simile e similmente posto rispetto ad ACD. Analogamente co- 
struiamo, sempre nello slesso piano, il triangolo A'D'B' simile 
e similmente posto rispetto ad ADE. Ora i dae poligoni ABGDE, 
A'B'C'D'E' vei^ono divisi, dalle diagonali che passano per A,A', 
in uno stesso numero di triangoli simili e similmente posU, 
dunque pure essi sono simili e similniente posti (449, C. 3°), e 
A'B'C'D'E' è il poligono che volevamo costruire. 

Corollario 3" — In un piano dato, si può costruire un 
poligono simile ad un poligono convesso dato, e che abbia un 
segmento scelto ad ariitrio come lato corrispondente ad un 
lato fissato del poligono dato. 

450. Parlando dei criteri per riconoscere se due poligoni 
sono simili, si ritiene sempre che abbiano lo stesso numero 
di vertici. 

Teorema 1° — Due polìgoni convessi sono simili, 
se è possibile far corrispondere i loro elementi in 
modo che si riconoscano uguali tutte le ragioni dei 
lati corrispondenti, e tutti gli angoli corrispondenti, 
eccetto due Iati consecutivi e gli angoli compresi. 

Dati ipoUgont convessi ABGDB, A'B'C'D'E', supponiamo che sia 
A^B = A'.E'B', B.AG ~ B.'A^', C.BD = C^FD', D^s ff^E', 
e che AB : A'B' :: BG : B'G' : ; CD : CD'. Preso un seg- 
mento A"B" = A'B', costruiamo un poligono A"B"C"D"E" 




smile ad ^ABGDB (449 , C.^. Sarà A^^'B" ^ A.EB , ma 
A.EB = A'.E'B' dunque A"S^" = A'S^', analc^amenj^^si 
vedecheB'rA?'G"^B^G',G"\B''D"=GCB^',D.^E"=D':c'È'. 
poi che AB : A"B" :: BG : B"C" :: CD : G"D'', ed e 
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A"B" = A'B', abbiamo che AB : A'B' :: BC : B"G" :: CD : G"D", e, 
dalle proporzioni stabilite per ipotesi, deduciamo che B"C"=B'G', 
G"D" = CD'. Posto ciò, vediamo che i due poligoni convessi 
A"B"G"D"E", A'B'C'D'B' sono uguali {141, T. i"), quindi i due 
poligoni ABGDE, A'B'G'D'E' sono simili al poligono A"B"G"D"E", 
e perciò sono simili fra loro (447, T.), 

Teorema 3" -— Due poìigoni convessi sono simili, 
se è possibile fare corrispondere i loro elementi in 
modo che si riconoscano uguali tutte le ragioni dei 
lati corrispondenti, e tutti gii angoli corrispondenti, 
eccetto due angoli consecutivi ed il lato comune. 

Dati due poligoni convessi ABGDE, A'B'G'D'E', supponiamo 
£aG=bCaG', OBb = CB'D' , D.GB s D.'C'E', e che 
AB ■. A'B' :: BG : B'G' :: CD : CD' :: DE : D'E'. 

Preso un segmento A"B" = A'B', costruiamo un poligono 
A"B"G"D"E" simile ad ABGDE. Si vede subito che i poligoni 
A'B'G'D'E' , A"B"G"D"E^ono uguali (141^.2°), perchè 
B^À?'C" = bKaG' , G."B"D" = CfSh' , D"7g"E" = D'.C'K, 
A"B" s A'B', B"G" =B'C', G"D" = CD', D"E" = D'E'. 
Essendo poi ABGDE, A'B'G'D'E' simili ad A"B"G"D"E", dedu- 
ciamo che sono simili fra loro. 

Teorema 3° — Due poligoni convessi sono simili, 
se è possibile fare corrispondere i loro elementi in 
modo che si riconoscano uguali tutte le ragioni dei 
lati corrispondenti, e tutti gli angoli corrispondenti, 
eccetto tre angoli consecutivi. 

Dati due poligoni convessi ABGDE, A'B'G'D'E' , supponiamo 
che sì abbia B.AG^B'.A'G',aBb = crB'D', e che 
AB : A'B' : : BG : B'G' : ; CD : CD" : : DE : D'E' : ; EA : E" A'. 
Preso un semento A"B" = A'B' costruiamo usi poligono 
A"B"G"D"E" simile ad ABGDE. Si vede subito che i poligoni 
A'Bm)'E' , A"B"G"D"E" jono uguali (141, T. 3°), perchè 
B".5?C" = B'JJQ' , G".B"D" = CrÈÌ)' , A"B" = A'B' , 
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B"G" = B'C , C"D" = CD' , D"E" s D'E' , E" A" = WA'. 
Essendo poi ABGDB , A'B'C'D'B' simili ad A"B"C"D"E", dedu- 
ciamo che sono simili fra loro. 

451- Teorema 1" — Dati due poligoni simili, il 
perimetro del primo sta al perimetro del secondo, 
come un lato qualunque del primo sta al lato cor- 
rispondente del secondo. 

Se ABCDE, A'B'G'B'E' sono due poligoni simili, abbiamo cbe 
AB : A'B'::BG : B'C':: CD : C'IC:: DE : D'E':: EA : E' A', e quindi che 
(486, T.2''} AB -f BG + CD + DE + EA : A'B' -f B'C + G'D' + 
+ D'E' 4- E' A' t: AB : A'B', ossia la ragione dei perimetri dei 
due poligoni è uguale alla loro ragione di simiUtudine. 

Teorema 3" — Dati due poligoni simili, il primo 
sta al secondo, come un lato qualunque del primo 
sta al segmento terzo proporzionale rispetto ad esso 
ed al lato corrispondente del secondo. 

Consideriamo in primo luogo due triangoli simili ABC, A'B'C, 
e sulla retta A'C, dalla stessa parte di C rispetto ad A', pren- 
diamo A'C" = AC. Se la retta CB", parallela a C'B', sega 




A'B' in B", abbiamo A'B'C = A'B"C", e quindi, essendo uguali 
le altezze dei triangoli ABC, A'B"G", corrispondenti ai lati AB, 
A'B", si deduce che ABC : A'B'C ;: ABG : A'B"C" :: AB : A'B" 
{444, C. 1°). 

Ci rimane da dimostrare che A'B" è terzo proporzionale 
rispetto ad AB, A'B'. Essendo parallele le rotte C"B', C'B", 
si ha che A'B' : A'B" : : A'G" : A'C : : AG : A'C ; ma 
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AG : A'C : : AB ; A'B' , perchè i triangoli dati sono simili 
duncpie AB : A'B' :: A'B' : A'B", ed il teorema è dimostrato pei 
due triangoli simili. 

Se sono dati due poligoni simili ABGDE, A'B'G'D'E' , 
qualunque sia il numero dei loro vertici , dividiamoli nei 
triangoli simili ABG, A'B'G'; AGD, A'G'D'; ADE, A'D'E'. 
Ghiamati A,B, , A^Gj , A^D^ i segmenti terzi proporzionali 
rispetto ad AB, A'B' ; AG, A'C' ; AD, A'D', abbiamo che 
ABG : A'B'G' ;: AG : A^C, :: AGD : A'G'D' :: AD : A^D^ :: ADE : A'D'E', 
quindi ABG : A'B'G' ;: AGD : A'G'D' :: ADE : A'D'E', da cui abbiamo 
che ABG+ACD+ADB : A'B'G'+A'G'D' +A'D'E':: ABC : A'B'G' ; 
ma ABG : A'B'G' :: AB : A^B,, dunque ABGDE : A'B'G'D'E': AB : A,E,. 
Il teorema è dimostrato in generale e ci dà un metodo per co- 
struire la ragione dei due dati poligoni simili, che è più breve 
di qiiéllo trovato per due poligoni qualuncpie {444, Pr.), 

Corollario. — I quadrati AB*, A' B'^ d i due lati corrispon- 
denti sono simili (446, C. 5°), quindi AB* : A'B'^ :: AB : A,B„ e 
perciò ABGDE : A'B'G'D'E' :: AB^ : A^^ 

Dati due poligoni simili, il primo sta al secondo come il 
quadrato di un lato qualunque del primo sta a! quadrato del 
lato corrispondente del secondo. 

45S. Teorema. — Se quattro segmenti formano 
una proporzione, duo poligoni simili, che hanno per 
lati corrispondenti i primi due, stanno fra loro come 
due poligoni simili , che hanno per lati corrispon- 
denti gli ultimi due, e viceversa. 

Dimostriamo prima il teorema nel caso in cui i poligoni 
simili siano quadrati. Sui lati degli angoli A.BG= A' .B'G' pos- 
siamo prendere i segmenti AB, AG, A'B', A'G' uguali ai quattro 
segmenti dati, e dire che AB : A'B' : ; AG : A'C. Allora 
1 triangoli ABG , A'B'G' sono simili ( 446, G. 3°), e perciò 
ABC ; A'B'G' :: AP : ÀJW^ ABC^; A'B'G' ::"AC* : A^' (451, C), 
dunque AB^ : A'B'^ :: AG^ : A'G'^. Nel caso generale sappiamo 
che un poligono, che ha per lato AB, sta al poligono simile , 
che ha per lato corrispondente A'B', come AB* sta ad A,'B'^ 
mentre un poligono, che ha per lato AG, sta ad un poligono si- 
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mile, che ha per Iato corrispondente A'C, come AC sta ad 
A'G" ; ma A.B*: A.'B'' :: A.G^ : A.'G'*, dunque il primo polìgono 
sta al secondo come il terzo sta al quarto. Viceversa, se il 
primo poligono sta al secondo come il terzo sta al quarto. 




sapendo che il primo sta al secon do co me Afì ^ sta ad A'B'^, 
e che il t erzo st a al q uarto come AC^ sta ad A'C'*, ne dedu- 
ciamo che AB" : A'B'' :: AG^ : A'G'^. Ora, se il segmento A"G" 
è quarto proporzionale risp etto a d AB , A/B', AG, cioè se 
A8:A'B' "AG : A"G", si ha che AB^ : A'B'^ " AG' : A"G"*, quindi 
A"G"* = A'G'^ ossia A"G" = A'C', e AB : A'B' :: AC : k'C. 

Corollari. — ì" Dati due poligoni possiamo costruire 
un poligono simile al primo ed equÌTalente al secondo. 

Trasformato ciascuno dei due poligoni dati in un quadrato, 
chiamiamo AjB, , A^B^ due loro lati, e, se AB à un lato qua- 
lunque del primo poligono , costruiamo il segmento A'B' tale 
che si abbia A^Bj_: A^B^: : AB : A'B'. Avremo pure (462, T.) che 
AjB,^ :AjBj";: AB*: A'B'*, ora A jB/, A;Ba' sono equivalenti per 
costruzione ai due poUgoni dati, AB", A'B'* sono il quadrato del 
lato AB del primo poligono dato e del lato A'B' corrispondente 
di un poligono simile ad esso, cte sappiamo costruire, dunque il 
primo poligono dato sta al secondo poligono dato, come il primo 
poligono dato sta al poligono costruito , ne segue che questo 
poligono costruito è simile al primo ed equivalente al secondo. 

3° Sapendo costruire un pol^ono somma, o diiferi>nza, di 
poligoni dati, possiamo sempre costruire un poligono che sia 
simile ad un poligono dato e somma , o differenza , di altri 
polloni dati. 

3" Sapendo costruire un poligono che formi con un altro 
una data ragione (444, C. 2°), possiamo, dati due pohgoni, co- 
struirne uno simile al primo e che formi col secondo una 
ragione data. 
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4S3. Teorema — Dato un triangolo rettangolo, 
ogni poligono convesso, che ha l'ipotenusa per lato, 
è equivalente alla somma dei polìgoni simili , che 
hanno i cateti per lati corrispondenti. 

Supponiamo dato un triangolo rettangolo ABC, ed un poli- 
gono qualunque convesso BGDE, che abbia l'ipotenusa BG per 
lato; se i poligoni ABPG, GAHK sono simili a BGDE, abbiamo 
BGDE — ABFG + GAHK. Infatti, se AA' è l'altezza del triangolo 
corrispondente all'ipotenusa, sappiamo che BA' è terzo pro- 
porzionale rispetto a BC ed AB (439, G. 2"), quindi (451, T. 2") 




A.BFG : BGDE :: BA.' : BG. Così puro, essendo A'G terzo propor- 
zionale fra BC ed AC, abbiamo che GAHK : BGDE :: A'G : BC. 
Ora, dalle proporzioni stabilite, si deduce che (433, G, 3*) 

ABPa + CAHK : BGDE : : BA' + A'G : BC, 
ma BA' + A'G = BG, dunque BGDE = ABFG + GAHK. 
Abbiamo già dimostrato (364, T.) questo teorema quando i tre 
polìgoni simili sono quadrati. 

i&i. Teorema. ■■ — I perimetri di due poligoni 
regolari , che hanno lo stesso numero di vertici , 
stanno fra loro come gli apotemi), o i raggi , ed i 
due pohgoni stanno fra loro come i quadrati degli 
apotemi, o dei raggi. 

Siano AB, BG due lati consecutivi di un poligono regolare, 
ed A'B', B'C due lati consecutivi di un altro poligono r^olare, 
che abbia lo stesso numero di vertici del primo, e quindi sia 
simile ad esso (446, G. 5°). Chiamiamo 0, 0' i centri dei p 
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' sono due loro raggi, e le distanze OH, CVH', dei centri 
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dai lati AB, A'B', sono due loro apotemi. Gli angoli H.OB, 
H'.O'B' sono uguali, essendo ambedue relti, e gli angoU B.A.O, 
B^.A'O' sono pure uguali, essendo ciascuno metà di uno dei 
due angoli uguali RCA, B^ffA' (334, C. 1"), quindi sono 
simili i triangoli OHE, O'H'B', ed abbiamo le proporzioni 
BH : B'H'::0H:0'H'::0B;0'B';ma2.BH = BA, 2B'H'sB'A' 
(324, C. 1°), perciò BA : B^A':: OH : O'H':: OB : O'B', e pure(452, T.) 
BA" : B'A'* :: OH^ : O'H"' :: OB^ : 0^. Ora è noto elle ì peri- 
metri dei due poligoni stanno fra loro comeBA:B'A'(451,T.l°), 
dunque stanno fra loro come gli apotemi OH, O'H', o come i 
raggi OB, O'B'; è n oto che i due poligoni stanno fra loro 
come BA^ sta a B'A' ^ {451, C), dunque stanno fra loro com e i 
quadrati OH', O'H' ^ degli apotemi, o i quadrati OB^, O'B'^ dei 
r^gi. 

45S. Teorema. — Le sezioni fatte in una pira- 
mide convessa, da due piani paralleli, sono poligoni 
simili , che stanno fra loro come 1 quadrati delle 
distanze dei loro piani dal vertice della piramide. 

Siano A'B'C'D', A"B"C"D" due sezioni fette in una piramide 
P.ABCD da due piani paralleli, e siano PH',PH" le loro distanze 
da P. Evidentemente sono parallele Io coppie di lati A'B', A"B"; 
E'C, B"C" ; CD', CD"; D'A', D"A", quindi 




A'B' : A"B" :: PB' : PB" :: B'C : B"C" :: PC : PC :: CD' : CD":: 
;; Piy ; PD" :: D'A' : D"A" :: PA' : PA", ossiaA'B' : A"B" ::B'C : 
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: B"G" :: CD' :C"D" ::D'A' : D"A" ; abbiamo poi ^J^B' = Ars>"B' 
B^a = B".A^", G'3*D' ^ G".B"D", D'.G'A' = D'Cc^A" 
perchè sono uguali le sezioni di uno stesso diedro fatte co. 
piani paralleli, dunque A-'B'G'D', A"B"G"I>" sono poligon 
simili. 

I triangoli PA'H', PA"H" sono evide ntemente simili, percii 
A'B':A"B"::PA':PA"::PH':PH", e quindi A'B^':A^'B"^::PH'^:PH"' 
ma A'B'G'D' : A"B"G"D'^ : : VB^' : A"B"' (351, G.) , dunquf 
A'B'G'iy:: A"B"G"D" :: PH'^ : PH"^ 



4. IPoMed/ì'i simili. 



456- Definizioni. — 1» Due poliedri à dicono simiU, quando i loro 
elementi ai possono far corrispondere, ed in modo che siano ijguaii due 
angoloidì comspondenti, e siano simili due polìgoni corrispondenti. 

3" Dati due poliedri simili, la loro ragione di siniiUtiidìne è quella 
delle coppie di spigoli corrispondenti , e quindi quella delle coppie di 
poligoni corrispondenti. 

Teorema. — Due piramidi, o due prismi, sono 
simili, se sono simili i loro poligoni, se sono uguali 
due triedri corrispondenti , e se la ragione degli 
spigoli laterali, che hanno un estremo nei loro ver- 
tici, è uguale a quella di similitudine dei due poligoni. 

Date le due piramidi P.ABGD, P'.A'B'G'D', supponiamo che 
siano simili i loro poligoni ABCD, A'B'G'D', che siano uguali i 




triedri corrispondenti A.PBD, A'.P'BT)', e che la ragione degli 
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spigoli PA, P'K' sia uguale a quella di similitudine dei dae 
poligoni, cioè che PA : P'A':: ABj_A'B'. I triangoli PABjP'A'B^no 
evidentemente simili, perciò B.PA = B'.P'A'; ma B, AG = B'.A'C', 
perchè sono simili i poligoni delle piramidi, e sono uguali i 
diedri chehanno AB, AB' comespigoli, perchè A.PBD = A'.P'BD', 
dunque BPGk - B':PG'A'. Ora PB : P'B' :: AB : A'B' :: BG : B'G', 
quindi sono simili i triangoli PBG, P'B'G'. Proseguendo in questo 
modo, arriviamo a dimostrare che sono uguali due triedri 
corrispondenti, e che sono simili due fàcce corrispondenti. Si 
deduce cosi che P.ABGD se P'.A'E'C'D', trattandosi di due ango- 
loidi che hanno uguali tutte le facce ed i diedri corrispondenti, 
e che sono simili le due piramidi. 
Analogamente si dimostra il teorema nel caso di due prismi. 

Corollari. — 1° Due tetraedri sono simili, se hanno uguali 
i triedri corrispondenti. 

2° Data una piramide convessa P.ABGD, se facciamo una 
sezione A"B"G"D", con un piano parallelo alla base, la divi- 
diamo in due partì, una delle quali P.A."B"G"D" è una piramide 
simile alla data. Infatti sappiamo che sono simili ìpoligonì 
AEGD, A"B"G"D" (455, T.), è chiaro che klPBT) s A".PB"D", e 
sappiamo che PA : PA'' :: AB : A"B". 

3° Due poliedri regolari, che hanno lo stesso numero di 
vertici, sono simih fra loro (331, G. 3°). 

4511. Teorema. — Due poliedri simili ad un terzo 
sono simili fra loro. 

Infatti è chiaro che i due primi pohedri dati hanno uguali 
due angoloidi corrispondenti, essendo uguah all'angoloide cor- 
rispondente del terzo poliedro, ed è chiaro che sono simili Se 
facce corrispondenti dei due primi poliedri dati, essendo simili 
alla faccia corrispondente del terzo poliedro (447, T.). 

Corollari. — 1" Dati due poliedri simili possiamo sempre 
disporli in modo che siano parallele le loro facce corrispon- 
denti, e quindi anche i loro spigoli corrispondenti. 

2° Due tetraedri sono simili, se ciascuna faccia di uno è 
parallela ad una faccia corrispondente dell'altro ; infatti allora 
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ciascun diedro di uno è uguale ad un diedro corrispondente 
dell'altro, e quindi ciascun triedro di uno è uguale ad un triedro 
corrispondente dell'altro. 

Definizione. — Due poliedri simili si dicono siniihnenie posti quando 
sono parallele le loro facce corrispondenti. 

Quando due poliedri sono simili, e similmente posti, le loro 
facce corrispondenti sono pure simili, e similmente poste. 

4SS. Teorema. — Due poliedri simili, e simil- 
mente posti, .si possono sempre dividere in uno stesso 
numero dì tetraedri rispettivamente simili, e simil- 
mente posti. 

Supponiamo in primo luogo che siano date due piramidi 
P.ABCD, P'A'B'G'D' simili e. similmente poste. Possiamo divi- 
dere le basi nei triangoli OAB, O'A'B'; OBG, O'B'C; OGD, O'C'D'; 
ODA, O^'A' simili e similmente posti. In qiiesto modo le due 
piramidi vengono divise nei tetraedri POAB, POBG, POCD, 
PODA e P'O'A'B', P'O'B'G', P'O'G'D', P'O'D'A' : consideriamone 



due corrispondenti , come POAB , P'O'A'B' . I piani delle 
facce PAB, OAB di POAB, essendo due piani della piramide 
P.ABGD, sono paralleli ai piani delle facce P'A'B', O'A'B' cor- 
rispondenti della piramide P'.A'B'C'l)'. Sono parallele le facce 
POA, P'O'A', perchè sono parallele le PA, P'A', essendo spi- 
goli corrispondenti delle due piramidi, e le DA, O'A', essendo 
lati corrispondenti dei triangoli OAB, O'A'B' simili e similmente 
posti. Analogamente ai vede che sono parallele le facce POE, 
P'O'B', dunque due tetraedri corrispondenti qualunque, come 
POAB, PO'A'B', sono simili e similmente posti. 
Se sono dati due poliedri (jualunque ABGDBP, A'S-CB-RF', 
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simili e arailmente posti, prendiamo un punto Interno a 
primo, e costruiamo le rette A'O', B'O' parallele alle AO,BO, < 




che s'incontreranno naturalmente in un punto 0' intemo al 
secondo poliedro. Le due piramidi OABED, O'A'B'E'D' hanno 
le basi simili e similmente poste, perchè facce corrispondenti 
dei due poliedri, hanno i triedri corrispondenti A.BDO, A/B'I/O' 
uguali, perchè i loro spigoli sono paralleli e diretti nello stesso 
senso, di più , essendo simili per costruzione i triangoU OAB, 
O'A'B', la ragione degli spigoli laterali AO, A'O' è uguale a 
quella di AB, A'B', dunque sono simili e similmente poste. 
Altre due piramidi, che hanno i vertici in 0, ff e per basi 
due facce corrispondenti dei due poliedri, come O.BCFE, 
0'.B'G'FE', sono pure simili e simUraente poste. Intatti sono 
simili e similmente poste le loro basi, sono uguali i loro 
triedri corrispondenti B'iEAO, B'.É'À'O', perchè i loro spigoli 
sono paralleli e diretti nello stesso senso , e la ragione degli 
spigoli laterali BO, B'O' è uguale a quella di BE, B'E', essendo 
simili e similmente posti i triangoli OHE, O'B'E'. Posto ciò è 
chiaro che i due poliedri si possono dividere in uno stesso 
numeio di piramidi rispettivamente simili e similmente poste ; 
mi due di queste si po'5sono dividere in uno stesso numero 
di tetiaedii simili e ■similmente posti, dunque ò dimostrato il 
teorema 

Corollari.— 1 "A- ice\erfta, se le piramidi O.ABED,0.'A'B'E'D'; 
O.BGPB, 0.'B'C'P'&; O.AGPD, O.'A'C'F'D'; O.ABC, O.'A'B'G ; 
O.DEP, C.D'E'P' sono rispettivamente simili e similmente poste, 
sono simili e similmente posti i due poliedri dati. 

2° Possiamo prendere coincidente con A, allora 0' coin- 
cide con a; e le piramidi in cui vengono divisi i due poliedri 
sono quelle ottenute conducendo le diagonali, dei poliedri stessi, 
che partono da A ed A', e le diagonali delle loro facce, che 
pure partono da A ed A', 
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45». Teorema 1° — Dati due poliedri simili, la 
superficie del primo sta a quella del secondo, come 
uno spigolo qualunque del primo sta al segmento 
terzo proporzionale rispetto ad esso ed allo spigolo 
corrispondente del secondo. 

Consideriamo , per esempio , i poliedri simili ABCDEF, 
A'B'C'D'B'F'; essendo simili le loro facce corrispondenti, abbiamo 
che ABG : A'B'C :: AB : A"B", ABED : A'B'E'D' :: AB : A"B", se 
A"B" è il terzo segmento proporzionale rispetto ad AB, A'B' 
(451, T. 2°). Se ne deduce che ABC : A'B'C : : ABED : : A'B'E'D'; 
analogamente troviamo le altre proporzioni 

ABED ; A'B'E'D' :: DEF : D'B'F', 
DEF : D'E'F :: BEFC : B'E'F'C 
BB]?C : B'E'F'C :: AGPD : A'C'F'D'. 
Ora la somma di tutte le grandezze antecedenti è la su- 
perficie del poliedro ABCDEF, la somma delle grandezze con- 
gruenti è la superfìcie del poliedro A'B'C'D'E'F', dunque queste 
superficie stanno fra loro come ABC sta ad A'B'C, ossia come 
AB sta ad A"B". 

Corollario 1° — Sappiamo che AB^: À'B" :: AB : A"B", 
dunque : Dati due poliedri simili, la superficie del primo sta 
alla superficie del secondo , come il quadrato di uno spigolo 
del primo sta al quadrato dello spigolo corrispondente del 
secondo. 

Teorema 2° — Dati due poliedri simili, il primo 
sta al secondo , come uno spìgolo qualunque del 
primo sta al segmento quarto proporzionale rispetto 
ad esso ed allo spigolo corrispondente. 

Consideriamo in primo luogo due tetraedri simili ABCD, 
A'B'C'D', e sulla retta A'iy, dalla stessa parte di D' rispetto 
ad A', prendiamo A'D" = AD. Se la retta D'B'', parallela a 
D''B', sega A'B' in B", sappiamo che A'B'D' = A'B"D", quindi 
A'B'C'D' — A'B''C'D". Sulla retta A'C', dalla stessa parte di C 
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rispetto ad A', prendiamo A.'G" = Afi. Se la retta C'B'", paral- 
lela a G"B", sega A'B' in B'", sappiamo che A'B"G' ^= A'B'"C", 



e quindi A'B"G'D" = A'B"'G"D", per cui A'B'G'IY = A'B"'G"D", 
ed ABCD : A'B'G'IV :: ABGD : A'fì"'C''»". Ora i tetraedri ABCD, 
A'B"'C"D" hanno evidentemente uguali ie altezze corrispondenti 
alle basi ABG, A'B"'G", dunque ABGD : A'B'G'D' :: ABG : A'B"'C" 
(445 G.l"); ma i triangoli ABC, A'B'"G" hanno evidentemente 
uguali le altezze corrispondenti alle hasi AB,A'B"', dunque 
ABG :A'B"'G":: AB:A'B"'(444,G. l'XeABGDrA'B'G'D'riABA'B'". 
Ci rimane da dimostrare che A'B'" è quarto proporzionale 
rispetto ad AB, A'8'. Essendo parallele le rette I>B", B"B' 
ahbiamo che A'B' : A'B" : : A'D" : A'»' : : AD : A'D' , perchè 
AD = A'D" ; ma AB : A'B' :; AD : A'D', perchè i tetraedri dati 
sono simili, dunque AB : A'B' :: A'B' : A'B". Essendo parallele le 
rette C"B", CB'", abbiamo che A'B" : A'B'" :: A'C" : MG' :: AC : A'C, 
perchè AG = A'G" ; ma AG : A'G' :: AB : A'B', perchè i tetraedri 
dati sono simili, dunque AB : A'B':: A'B" : A'B"'. Combinando questi 
due risultati, deduciamo che AB : A'B':: A'B': A'B":: A'B": A'B'", 
e vediamo che A'B'" è quarto proporzionale rispetto ad AB, 
A'Bf, quindi il teorema è dimostrato per due tetraedri simili. 
■ Se sono dati due poliedri siraih ABGDEP, A'B'G'D'E'F', divi- 
diamoli nei tetraedri simili ADEF, A'CE'F', ABGE, A'B'G'E' : 




AGPB, A'G'F'B' (458, C.S"). Chiamati A,B„ A^E,, GjE^ i segmenti 
quarti proporzionali rispetto ad AB, A'B' ; AE, A'E' ; CE, G'E', 
abbiamo che ADBP:A'D'E'F:: AE:A2E, :: ABGE: A'B'G'E' :: CE : 
:G3Es::AGPE:A'G'F'E', quindi AI>EF:A'D'E'F::ABGE:A'B'C'E':: 
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ACFE : A'G'F'E', da cui abbiamo che la somma delle grandezze 
antecedenti, ossia il poliedro AEGDEF, sta alia somma delle 
grandezze conseguenti, ossia al poliedro A'B'C'D'E'F', come il 
tetraedro ABCE sta al tetraedro simile A'B'C'E', ossia come AB 
sta ad AjB,. 

Il teorema è dimostrato in generale, e ci dà un metodo per 
costruire la ragione dei due dati poliedri simili , che è più 
breve di quello trovato per due poliedri qualunque (445, Pr.). 
Corollario 3" — I cubi ~A^, A'B'^ di due spigoli corri- 
spondenti sono simili (456, G. 3°), quindi AB^ : A'B'' :: AB : AjBj. 

Dati due poliedri simili, il primo sta al secondo come il cubo 
di uno spigolo qualunque del primo sta al cubo dello spigolo 
corrispondente del secondo. 

4GO. Teorema. — Le superficie di due poliedri 
regolari , che hanno Io stesso numero di vertici , 
stanno fra loro come i quadrati degli apoteini, o 
dei rag'gi, ed i due poliedri stanno fra loro come 
i cubi degli apotemi, o dei raggi. 

Siano AB ed uno spigolo ed il centro di un poliedro re- 
golare dato, ed A'B', 0' Io spigolo corrispondente ed il centro 
di un altro poliedro regolare, che abbia lo stesso numero di 
vertici del primo, e quindi sia simile ad esso. I segmenti OA, 
OB ed ffA', lyB' sono raggi dei due poliedri, e te distanze OH, 




O'H' dei centri da due facce corrispondenti, che passano per 
AB ed A'B', sono due loro apotemi. Sono simili i tetraedri OHAB, 
(XH' A'B', quindi la supe rficie del primo sta a quella del sec ondo 
come "A B* st a ad A'B'^ o co me"OA ^ sta ad Q'A^, o_come^OT* 
sta ad O'H'' , perciò AB* : A'B' ^ : : OA' : ffA' ' : : OH' : O'H'' ; 
ma le superficie dei due poliedri stanno fi'a loro come 
ab' sta A'B'^ (459, C. 1"), dunque le superficie dei pò- 
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liedri stanno fra loro come i quadrati dei raggi, o degli apo- 
tem i. Sa ppiamo pure che OHA B sta ad O'H' A'B' come AB' sta 
ad A'B", come OA^ st a ad O 'A'^, o com e OH' sta ad CKH'^ 
ijuindi AB^ : A'B»* :: OA^ : fflA/ ' :: OR^jWi'^; ma i due poliedri 
stanno fra loro come AB' sta ad À'B'' {459, G, 3°), dunque i 
due poliedri stanno fra loro come i cubi dei raggi , o degli 
apotemi. 



IV. Applicazione della teoria delle proporzioni ai 
circoli, ai cilindri, ai coni ed alle sfere. 



1. Magione »M due circoli e delle loro supei'fieie. 

4*1. Teorema 1" — Gli archi di uno stesso cìr- 
eolo, di circoli uguali, sono direttamente propor- 
zionali agli angoli al centro che li comprendono. 

Gli archi di uno stesso circolo, o dì circoli uguali, e gli 
aiuoli al centro che li comprendono, sono variabili univoca- 
mente dipendenti, perchè ogni stato dell'arco individua un solo 
stalo corrispondente dell'angolo, e viceversa. Di più, dati due 
archi disuguali, uno si dice maggiore o minore dell'altro, se- 
condochè l'angolo al centro che lo comprende è maggiore o 
minore di quello che comprende 1' altro arco (245), dunque 
a stati crescenti, o decrescenti, dell'arco corrispondono stati 
crescenti, o decrescenti, dell'angolo. Finalmente un arco si dice 
doppio, triplo, di un altro, se l'angolo al centro che lo com- 
prende è doppio, triplo,... di quello che comprende l'altro arco 
(345), dunque sono corrispondenti uno stato dell'angolo ed uno 
stato dell'arco equiraultipli di due stati corrispondenti. Tutte 
queste proprietà sono necessarie e sufficienti per dedurne la 
verità del teorema (436, T. 1"). 
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Corollario' i" — In uno stesso circolo, o in circoli uguali, 
due archi stanno fra loro come gli angoli al centro che li 
comprendono. 

Teorema 2° — l settori di uno stesso circolo, o 
di circoli uguali , sono direttamente proporzionali 
agli angoli al centro, ed agli archi, che li compren- 
dono. 

Questo teorema si dimostra come quello precedente. 
Corollario 3°. — Due settori di uno atesso circolo, o di 
circoli uguali, stanno fra loro come gli angoli al centro, e come 
gli archi, che li comprendono, 

4«S. Corollario 1". — La ragione di un arco 6 del suo 
circolo è uguale a quella dell'angolo al centro che lo com- 
prende e di due angoli piatti. Dato un segmento equivalente 
al circolo (403, D.), un segmento, che stia ad esso come l'angolo 
al centro che comprendo l'arco sta a duo aiuoli piatti, è un 
} equivalente all'arco dato (429, G. p). 
e sempre una grandezza sumraultipla di un arco dato 
) qualunque numero dato. 

Teorema. — Un settore circolare è equivalente 
ad un triangolo che ha un'altezza uguale al raggio, 
e per base corrispondente l'arco che lo comprende. 

Infatti un settore circolare sta alla superficie del suo circolo 
come l'arco che lo comprende sta al circolo (461, G. 2°), ossia 
«n settore circolare sta ad un triangolo che ha un'altezza 
i^uale al ra^io, e per base corrispondente il circolo (403, G. 2°), 
come l'arco che lo comprende sta al circolo. Ora anche un 
triangolo che ha un'altezza uguale al raggio, e per iase cor- 
rispondente l'arco che comprende il settore circolare, sta ad 
un triangolo che ha un'altezza uguale al ra^io e per base 
corrispondente il circolo come l'arco sta al circolo (444, G. 1°), 
dunque il settore circolare è equivalente ad un triangolo che 
ha un'altezza uguale al ra^io, e per base corrispondente 
l'arco che lo comprende (429, G. 2°). 
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Corollario 3°. -— Un settore circolare è la metà del ret- 
tangolo del raggio e dell'arco che lo comprende. 

Esiste sempre una grandezza summultipla di un settore dato 
secondo un numero qualunque dato. 

403. Teorema 1° — Due cipcoli stanno fra loro 
come i raggi ; te superfìcie di due circoli stanno fra 
loro come i quadrati dei raggi. 

Consideriamo due circoli e, e' come limiti dei perimetri dei 
poligoni r^olari inscritti e circoscritti, che hanno uno stesso 
numero di lati e variano raddoppiando successivamente questo 
numero (403, T.) Ad ogni poligono r^olare inscritto a e cor- 
risponde un poligono regolare che ha lo stesso numero di lati 
inscritto a e', i loro perimetri si corrispondono dunque univo- 
camente, di piii stanno fra loro come i raggi dei due circoli 
(454, T.), perciò sono direttamente proporzionali (435, T. i°). 
Sappiamo poi che la ragione dei detti perimetri è uguale a 
quella dei due circoli (436, T. 2°, C), dunque i due circoli 
stanno fra loro come i raggi. 

Consideriamo le superficie dei due circoli e, e' come limiti 
dei poligoni regolari inscritti e circoscritti, che hanno uno 
stesso numero di lati e variano raddoppiando successivamente 
questo numero (402, T,). I pohgoni regolari inscritti nei cir- 
coli e, d sì corrispondono univocamente, essendo corrispon- 
denti due che hanno Io stesso numero di lati, di più stanno 
Era loro come i quadrati dei ra^i (454, T.), dunque sono di- 
rettamente proporzionali (435, T- 1°). Posto ciò sappiamo che 
la regione dei detti poligoni é uguale a quella delle superficie 
dei due circoli (436, T. 2°, C), dunque le superficie dei due 
circoli stanno fra loro come i quadrati dei ra^i. 

Corollario 1° — È costante la ragione di un circolo e del 
suo raggio, o del suo diametro. 

Teorema 2° — Due archi, se sono compresi da 
angoli al centro uguali , stanno fra loro come i 
raggi. Due settori circolari , se sono compresi da 
angoli al centro uguali, stanno fra loro come i qua- 
drati dei ragsri. 
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Dati due archi, ciascuno sta al proprio circolo come l'angolo 
al centro che lo comprendo sta a due angoli piatti (461, T. 1°^ 
ne segue che, se i due archi sono compresi da angoli ai centro 
uguali, sono uguali le ragioni di ciascuno al proprio circolo, 
quindi i due archi stanno fra loro come i due circoli, e perciò 
come i loro raggi (463, T. 1°). 

Dati due settori circolari, ciascuno sta aDa superflcie del 
proprio circolo come l'angolo al centro che lo comprende sta 
a due angoli piatti (461, T. 2°), ne segue che, se i due settori 
circolari sono compresi da angoli al centro uguali, sono uguali 
le ragioni di ciascuno alla superflcie del proprio circolo, quindi 
i due settori circolari stanno fra loro come le superflcie dei 
due circoli, e perciò come i quadrati dei loro ra^i (463, T. 1°). 

Corollari. — 2" La superflcie di un circolo è equivalente 
alla metà del rettangolo che ha per altezza il ra^io e per 
base corrispondente il cìrcolo (403, C. 2°), ora questo rettan- 
golo sta al quadrato del raggio come il circolo sta al raggio 
(444, C. i"), quindi la superflcie di un circolo sta al quadrato 
del suo raggio come il circolo sta al doppio del raggio, cioè 
al diametro. 

È costante la ragione della superficie di un circolo e del 
quadrato del raggio, ed uguale alla ragione del circolo e del 
diametro. 

3° Due settori circolari, compresi da angoli al centro 
uguali, ed in particolare le superficie di due circofl, stanno 
fra 'loro come il ra^io del primo sta al segmento terzo pro- 
porzionale rispetto a questo raggio ed a quello dell'altro 
(451, T. 2''). 



3. Magione delle superficie dd due coni, 
o eilind/i'i, e dei lot'o solidi. 

4«4. Teorema 1° — Se due cilindri hanno uguali le 
altezze, o i raggi, le loro superflcie laterali stanno 
fra loro come i raggi, o le altezze. 
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La superficie laterale di un cilindro è equivalente al ret- 
tangolo dell'altezza e di iiit circolo base (407, G. 3°). Le su- 
perficie laterali di due cilindri, che hanno le altezze uguali, 
stanno fra loro come i rettangoli di due circoli base e dell'al- 
tezza comune, ossia come due circoli base (444, G. 1"), ossia 
come i loro raggi (463, T. 1°). Le superficie laterali di due 
cilindri, che hanno i raggi uguali, stanno fra loro come ì ret- 
tangoli delle altezze e di un cfrcolo base comune, ossia come 
le altezze. 

Teorema 2" — Se due cilindri hanno uguali le 
altezze, o i raggi, i loro solidi stanno fra loro come 
i quadrati dei raggi, o come le altezze. 

11 solido di un cilindro è equivalente al parallelepipedo della 
superficie di un circolo base e dell'altezza (406, C. 3°). I solidi 
di due cilindri, che hanno le altezze uguali, stanno fra toro 
come i parallelepipedi delle superficie di due circoli base e 
dell'altezza comune, ossia come le superficie di due circoli hase 
(446, C. 1°), ossia come i quadrati dei loro raggi (463, T. 1°). 
I solidi di due cilindri, che hanno raggi uguali, stanno fra loro 
come ì parallelepipedi delle altezze e della superficie di un 
circolo base comune, ossia come le altezze. 

4«5. Teorema 1** — Se due coni hanno uguali 
gli apotemi, o i raggi delle basi, le superfìcie 
laterali stanno fra loro come i raggi delle basi, o 
come gli apotemi. 

La superficie laterale di un cono è equivalente alla metà del 
rettangolo dell'apotema e del circolo base (410, G. 2"). Le su- 
perficie laterali di due coni, che hanno uguali gU apotemi, 
stanno fra loro come i rettangoli dei circoli base e dell'apo- 
tema comune, ossìa come i circoli base (444, G. 1°), ossia come 
i loro raggi (463, T. i"). Le superficie laterali di due coni, che 
hanno i raggi delle basì uguali, stanno fra loro come i ret- 
tangoli degli apotemi e del circolo base comune, ossia come 
gli apotemi. 
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Teorema 3° — Se due coni hanno uguali lealtezze, 

i .raggi delle basì , ì loro solidi stanno fra loro 
come i quadrati dei raggi delle basi , o come le 
altezze. 

Il solido di un cono è equivalente al terzo del parallelepipedo 
della superficie del circolo iase e dell'altezza (409, G. 3°), 

1 solidi di due coni, che hanno le altezze i^uah, stanno ics 
loro come i parallelepipedi delle superficie dei circoli base e 
dell'altezza comune, ossia come le superficie dei circoli base 
(445, C. 1"), ossia come i quadrati dei loro raggi (463, T. 1°). 
I solidi di due coni, che hanno uguali i raggi defie basi, stanno 
tra. loro come i parafielepipedi delle altezze e della superficie 
del circolo base comune, ossia come le altezze. 



3. Ragione di due sfere e dei loro soUdi. 

4««. Teorema. — I diedri sono direttamente pro- 
porzionali alle loro sezioni normali. 

Essendo uguali fra loro tutte le sezioni normali di uno stesso 
diedro (69, C. i"), è chiaro che i diedri e le loro sezioni nor- 
mali si possono considerare come stali di due variabili univo- 
camente dipendenti. Di più, dati due diedri qualunque, se il 
primo è maggiore, uguale o minore, del secondo, una sezione 
normale del primo è pure maggiore, uguale o minore, dì una 
sezione normale del secondo, e viceversa (69, T. 1°). Ne segue 
che a stati crescenti, o decrescenti, di un diedro corrispon- 
dono stati crescenti, o decrescenti, di una sua sezione normale, 
e che sono corrispondenti due stati equimultipli di due stati 
corrispondenti. Il teorema rimane cteì dimostrato (436, T. 1°). 

««fl. Teorema 1" — Gli angoli sferici di una stessa 
sfera, o di sfere uguali, sono direttamente propor- 
zionali ai diedri al centro che li comprendono. 
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Questo teorema ai dimostra come quello analogo stabilito 
per gli archi (461, T. 1°). 

Corollario 1°. — Due angoli sferici di una stessa sfera, o di 
sfere uguali, stanno fra loro come i diedri al centro die li 
comprendono, come le sezioni normali di questi diedri, e come 
le sezioni normali dei due angoli sferici. 

Teorema 2° — I solidi degli angoli sferici di una 
slessa sfera , o di sfere uguali , sono direttamente 
proporzionali ai diedri al centro, ed agli angoli sfe- 
rici, che li comprendono. 

Questo teorema si dimostra come quello analogo stabilito 
per i settori circolari (461, T. 2"). 

Corollario 2". — l solidi di due angoli sferici di una stessa 
sfera, o di sfere uguali, stanno fra loro come i diedri al centro 
che li comprendono, come le loro sezioni normali, come gli 
angoli sferici che lì comprendono, e come le loro sezioni 
normali. 

4e8. Teorema V — Un angolo sferico è equiva- 
lente al rettangolo della sua sezione normale e del 
diametro. 

Infatti un angolo sferico sta alla sua sfera come la sua se- 
zione normale sta ad un circolo massimo della sfera (467, C. 1°), 
ossia un angolo sferico sta al rettangolo di un circolo massimo 
e del diametro (419, C. 4°) come la sua sezione normale sta 
ad un circolo massimo. Ora anche il rettangolo della sezione 
normale dell'angolo sferico e del diametro sta al rettangolo 
di un circolo massimo e del diametro come la sezione normale 
sta ad un circolo massimo (444, C. 1°), dunque l'angolo sferico 
è equivalente al rettangolo della sua sezione normale e di un 
diametro (4S9, G. 2*). 

Corollario 1°,— Un poligono sferico convesso è equivalente 
alla metà del suo eccesso (378, C. 4"), quindi: 

Un poligono sferico convesso è equivalente al rettangolo della 
sezione normale del suo eccesso e del raggio della sua sfera. 

Esiste sempre una grandezza summultipla di un poligono 
sferico secondo qualunque numero dato. 
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Teorema 2° — Il solido di un angolo sferico è 
equivalente ad un tetraedro che ha un'altezza uguale 
al raggio e per base corrispondente l'angolo sferico. 

Infatti il solido di un angolo sferico sta al solido della sua 
sfera come l'angolo sferico sta alla sfera (467, C. 2"), ossia il 
solido di un aiuolo sferico sta ad un tetraedro che ha un'al- 
tezza uguale a! raggio e per base corrispondente la sfera 
(4Ì9, C. 5"), come l'angolo sferico sta alla sfera. Ora anclio un 
tetraedro che ha un'altezza uguale al rf^gìo e per base cor- 
rispondente l'angolo sferico, sta ad un tetraedro che ha un'al- 
tezza uguale ai raggio e per base corrispondente la sfera, come 
l'angolo sferico sta alla sfera (445, C. i"), dunque il solido del- 
l'angolo sferico è equivalente ad un tetraedro che ha un' al- 
tezza uguale al raggio della sua sfera e per base corrispon- 
dente l'angolo sferico (429, G, S"). 

Corollario 3° — Un aiuolo sferico è equivalente al rettangolo 
della sua sezione normale e di un diametro, quindi è doppio 
del rettangolo della sua sezione normale e del ra^io. Ne segue 
che il solido dì un angolo sferico è i due terzi del parallele- 
pipedo del quadrato del raggio e della sua sezione normale. 

Esiste sempre una grandezza summultipla del solido di un 
angolo sferico secondo qualunque numero dato. 

4«9- Teorema 1° — Due zone o calotte sferiche, 
che hanno altezze uguali , stanno fra loro come i 
raggi delle loro sfere. 

Infatti una zona o calotta sferica è equivalente al rettangolo 
della sua altezza e di un circolo massimo della sua sfera 
(418, C. 2°), quindi se due zone o calotte sferiche hanno uguah 
le altezze, stanno fra loro come i rettangoli di queste altezze 
e dei circoh massimi delle loro sfere, ossia come questi circoli 
massimi (444, 0. 1°), ossia come i loro raggi (463, T, i°). 

Teorema 3° — ■ Due angoli sferici, compresi da 
diedri al centro uguali, stanno fra loro come i qua- 
drati dei raggi. 
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Un angolo sferico è equivalente al rettangolo della sua se- 
zione normale e del diametro della sua sfera {468, T. i"), quindi 
due aiuoli sferici stanno fra loro come i rettangoli delle loro 
sezioni normali e dei diametri delle loro afere. Se i due an- 
goli sferici sono compresi da diedri al centro uguali, i due 
rettangoli sono simili, considerando come corrispondenti ì lati 
uguali ai diametri ed i lati equivalenti alle sezioni normali, 
poiché in questo caso la rì^ione dei primi è uguale a quella 
dei raggi e quindi a quella dei secondi (463, T. 2°). Ora sap- 
piamo che due poligoni simili stanno fra loro come i quadrati 
di due lati corrispondenti, dunque questi due rettangoli, e 
perciò i due angoli sferici, stanno ii'a loro come i quadrati dei 



Teorema 3° — I solidi di due angoli sferici, com- 
presi da diedri al centro uguali, stanno fra loro 
come i cubi dei raggi. 

Il solido di un angolo sferico è i due terzi del parallelepipedo 
della sua sezione normale e del quadrato del raggio (468, C. 3"), 
quindi ì solidi di due angoli sferici stanno fra loro come i 
parallelepìpedi dei quadrati dei raggi e delle sezioni normali. 
Se i due aiuoli sferici sono compresi da diedri al centro uguali, 
due parallelepipedi rettangoli equivalenti ai loro solidi sono 
simili, considerando come corrispondenti gli spigoli uguali 
ai raggi e gli spigoli uguali alle sezioni normali, poiché in 
questo caso la loro ragione è pure uguale a quella dei raggi 
(463, T. 2°). Ora sappiamo che due poliedri simiti stanno fra 
loro come i cubi di due lati corrispondenti (459, C. 2"), dunque 
questi due parallelepipedi rettangoli, e perciò i solidi dei due 
angoli sferici, stanno ira loro come i cuhi dei ra^l. 

Corollari. — 1° Due sfere stanno fl'a loro come i quadrati 
dei raggi. 
I solidi di due sfere stanno fra loro come i cubi dei ra^i. 

2° È costante la ragione di una sfera e del quadrato del 
suo diametro, ed uguale alla ragione di un circolo e del suo 
diametro. 
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È costante la ragione de! solido di una sfera e del cnio del 
suo raggio, ed uguale a quattro terzi della ragione di un cir- 
colo e del suo diametro. 

3° Due angoli sferici, compresi da diedri al centro uguali, 
ed in particolare due sfere, stanno fra loro come il raggio del 
primo sta al segmento terzo proporzionale rispetto a questo 
raggio ed a quello dell'altro (451, T. 2°). 

4° I solidi di due angoli sferici, compresi da diedri al 
centro uguali, ed in particolare ì solidi di due sfere, stanno 
fra loro come il raggio del primo sta al segmento quarto pro- 
porzionale rispetto a questo raggio ed a quello dell'altro 
(459, T. 2"). 
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LIBRO VI. 



TEORIA DELLA. MISURA 



I. Generalità sulla misura delle grandezze. 

^SO. Corollario. — Dato un arco qualunque AB possiamo 
sempre prendere una sua parte AC in modo che un arco 
multiplo di essa, secondo un dato numero, per esempio 3, 
sia minore di AB, ciò è evidente perchè basta per esempio divi' 
dere AB in 4 parti uguali e prendere per AC una di esse. 
Ora se ff , C" sono punti di AB~ e se "BG" ^ SAC, ab- 



biamo CG" = AB — 3AC e CG" decresce indefinitamente 
quando i punti G', G" si movono suìl'arco rispettivamente nel 
senso "AB^o BA ; infatti, preso un arco qualunque A'B', sullo 
stesso circolo di AB, si può sempre fare in modo che sia 
CG" < A'B' , basta prendere AB — 3AC' < A'B' , ossia 
3.AG' < AB — A'B', ciò che abbiamo veduto essere sempre pos- 
sibile. Gli archi AC , AG" si possono considerare come due 
archi variabili convergenti , esiste dunque un arco AC che è 
il loro limite. Evidentemente abbiamo AC s -^ . 



y Google 



— 434 — 

Dato un arco, sullo st^so suo circolo, esiste sempre un altro 
arco summultiplo di esso secondo un numero qualunque dato. 

Se ne deduce pure che esiste sempre un angolo, o un diedro, 
summultiplo di un dato angolo, o diedro, secondo qualunque 
numero dato, ecc. ecc. 

Per ciascuna delle grandezze fin qui considerate abbiamo 
dimostrato Vesistema di una grandezza summultipla secondo 
qualunque numero dato, nelle seguenti ricerche intenderemo 
sempre di riferirci a grandezze che godano di questa proprietà. 
Supporremo pure nota l'Algebra elementare, ed introdurremo 
i simboli di cui essa si servo. 

«11. Dato un numero qualunque m, intero e positivo, e 
data una grandezza A, esiste sempre una grandezza B=m.A, 

1 
multipla dì A secondo 7n, ed una grandezza C^ — A, sum- 
multipla di A secondo m. Questi simboli si prestano a rap- 
presentare convenientemente molti dei risultati ottenuti, così 
abbiamo per esempio: 

1 
Corollari. — 1" Se ^ =: mB possiamo porre B = — A, 

(347, D. 2'). 

2" Se A = mB, B = nC, si può porre A=-mnC; se 
A = -^B, S——C si può porre ^ = ~C(347). 

3° La grandezza multipla di — A secondo mn è la gran- 
dezza multipla secondo m della grandezza multipla secondo 
«.di — A, ossia di ^ ; perciò possiamo porre 

11 > 

4» Se mA=)iB, ossia — -A^ — B, ed A ^B, si deduce 

che m^n, perchè se A> B non può essere m^n, poiché 

allora sarebbe mA>nB, quindi deve essere m,<n; così 

pure se ^^B si vede analogamente che deve essere ni'^n. 

5° Se mA^nB, ossia — A^ — B, e se A = B, deve 

essere m^n. Infatti se ìnA>nB non può essere in^n, 
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pei 


che sarebbe mA 


■^ nB , quindi deve 


essere m > n; 


cos 


I pure se mA'^ 


nB si vede analogamente che deve es- 


sere m^n. 








6" Se A = mB 


+ nB+pB^ , 


possiamo porre 


A 


= (m + }i+2)4-. 


.)B. 






7" Se A=:mB- 


-nB possiamo porre A 


= {m-n)B. 



1. Gvand6s»e commensv/rabUi 
ed incoìmnensurtibili. 

498 Definizione — 1°^ Una giande/aa ii dice niiltiplir coìnwne o 
■.ummi^ìtiplo comune, nspi,tto i più grandezze date quindo e multipla 
o "iumniiiltipH di ciiseuna di p-.te 

Coiollarl — 1° Tutte le ^landezze multiple o summul- 
tiple, (li una multipla comune, o lummultipla comune, iispetto 
a pm grandezze date, sono pure multiple comuni, o sumnml- 
tiple comuni, rispetto ad esse 

Se esiste uni grandezza multipla comune o ^ummultipla 
comune, iispetto a date grandezze, ne e&i«te un numeio illi- 
mitato 

Se A =njiS = «C=pi>~ e '^e A' ^qA abbiamo 

A' = qA = mqB = nqC=pqD — (349, T.). Se invece 

Ili i 

A^:= — B= — C = — D=^..., e se A' = — A, abbiamo 
m n p 1 ■ 

A'=— A = -i-B = — C7 = — i)^...(350, T.)(4S1). 
q mq nq pq 

2" Se rispetto a più grandezze date esistono muitìple co- 
muni, esistono pure summultiple comuni, e viceversa. 

Supponiamo, per esempio, che rispetto alle due grandezze 
A, B esistano multiple comuni , ed una sia C = mA — 

avremo C=: — A^= — B, ed C sarà una summul- 

tipla comune rispetto ad A, B. Viceversa, se esistono, per e 
pio, summultiple comuni di A, B, e se una è Z)=:— j1 ^ 
abbiamo mnD = nA-=mB, ed mnD è una grandezza mul- 
tipla comune rispetto ad A, B. 



y Google 



— 436 — 
Definizione. — S'- Se date grandezze hanno multiple comuni, la i 
nore tra tutte si dice la loro minima mwUipla comune; sa date grandei 
hanno Buramultiple comuni, la maggiore tra esse si dice la loro 
summultipla comune. 

Corollario. — ■ 3" Se À^^ mB, è chiaro cho ^ è la minima 
multipla comune rispetto ad A, B, e che B è la massima sum- 
multipla comune, pure rispetto ad A, B. 



4'!I3. Evidentemente esistono grandezze che ammettono 
multiple comuni e summultiple comuni, ora, cercando di sta- 
bilire una regola per trovare fra esse la minima e la massima, 
vedremo discendere naturalmente che esistono anche gran- 
dezze le quali non ammettono multiple comuni e summultiple 
comuni. 

Definizione. — Due o più grandezze si dicono co»im,ensurabili o tn- 
commensttrabili fra loro, secondochè ammettono o no grandezze multiple 
e grandezze summultiple comuni (472, C. 1°, 2»), 

Corollari. — 1" Se due grandezze sono commensurabili, 
o incommensurabili, evidentemente anche due grandezze ad 
esse equivalenti sono commensurabili, o incommensurabili. 

2" Se più grandezze sono commensurabili, o incommen- 
surabili, con un'altra, anche la loro somma è evidentemente 
commensurabile, o incommensurabile, con essa. 

3" Una grandezza differenza di grandezze commensurabili, 
o incommensurabili, con un' altra, è pure commensurabile, o 
incommensurabile, con essa. 

ili. Definizioni. — 1"^ Dìvìdefa una grandezza, dividendo, pei' 
un'altra non maggiore di essa, divisore, significa vedere quante volte 
la prima grandezsia contiene (422, D.) la seconda. 

2* Date due grandezze, se la prima non è multipla della seconda, e 
la contiene m volte, è equivalente ad una grandeina multipla della se- 
conda, secondo m, più un'altra grandezza che si dice resto. 

Se la grandezza A contiene m volte la grandezza B, e 
none A=mB, ma bensì mB < A<{m-\'i)B, abbiamo 
A = mB + R. Il dividendo è 4, fi è il divisore, ffi è il resto. 
e naturalmente E < B. 
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495. Teorema 1° — Data una grandezza divi- 
dendo ed (ina grandezza divisore, ogni summultipla 
comune è pure summultipla del resto. 

Infatti, se ^ è la grandezza dividendo, B la grandezza divi- 
sore, ed R il resto, possiamo porre A^=-mB-\-R, o anche 
R=:A~-mB. Ora, supposto che una grandezza C sia sum- 
multipla comune rispetto ad A, B, e precisamente sia 
A~pC, B = qC, troviamo R=pC — mqC ={p — miì)C, 
ossia C ;= R, dunque il teorema è dimoslrato. 

Teorema 2° — Data una grandezza dividendo ed 
una grandezza divisore, ogni summultipla comune 
del divisore e del resto è pure summultipla del divi- 
dendo. 

Infatti se 4 è la grandezza dividendo, B la j^randezza 
divisore, ed R il resto, possiamo porre A = mB -j- R- 
Ora, supponendo che una grandezza C sia summultipla co- 
mune rispetto a B ed i?, e precisamente sia B=:pC, R=^qC, 
troviamo A = mpC -\-qC=:^ {nip + Q) C, ossia C = - — — - A, 
ed il teorema è dimostrato. 

Teorema 3° — La massima saramultipla comune 
di una grandezza dividendo e di una grandezza divi- 
soi'e è anche la massima summultipla comune della 
grandezza divisore e del resto. 

Se .d è la grandezza dividendo, B la grandezza divisore, ed 
R il resto, sappiamo che ogni summultipla comune di A, B 
è anche summultipla comune di B, R (475, T. 1"), e viceversa 
c^ni summultipla comune ii B, R è anche summultipla co- 
mune di A, B (475, T. 2"), dunque la massima summultipla 
comune ài A, B h massima summultipla comune di B, R. 
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4:9fi. Problema 1° — Date due grandezze commensurabili, 
troTare la loro massima summultipla comune. 

Siano A, B due date grandezze commensurabili. Se A = B, 
la loro massima summultipla comune è evidentemente equi- 
isse ; se A > S, abbiamo A ^^ m,B, ed allora la 
i summultipla coniune ^i A, B h B (472, C. 3°), o ab- 
biamo A = mB -|- R , ed allora la massima summultipla co- 
mune Ai B, R h, anche quella di A, B (475, T. 3°). Essendo 
B > jR, abbiamo B^^oiR, ed allora la massima summultipla 
comune ài A, B h R, o abbiamo B=^nR'\~Ri ed allora la 
massima summultipla comune i\ R, R^ h anche quella di 
B, R, e quindi di A, B. Essendo R>R^, o abbiamo R=pR„ 
ed allora la massima summultipla comune ài A, B ^ R^, o 
abbiamo R~pR^-\--R^, ed allora la massima summultipla 
comune di R^, R^ è anche quella di R, R,, di B, R, di A, B. 
Proseguendo in questo modo, se arriviamo ad un resto che 
sia summultiplo del precedente, siamo sicuri che ijuesto resto 
è la grandezza massima summultipla comune fra A, B. Pos- 
siamo poi dimostrare che, essendo per ipotesi A, B commen- 
surabili, cioè esistendo per ipotesi una grandezza C massima 
summultipla comune, si deve necessariamente arrivare ad un 
resto summultiplo del precedente. Siano R, R„ R^, R^, R^,-.. 
1 successivi resti. Essendo A =:mB-\-R e B > R, ai trova 

A>2R, ossia R<y-^' essendo R=^pR,+Rs ed R, > R^, 
si trova E > 2^5, ossia R^K^R, per cui R^<-j-A; ana- 
l(^amente si deduce che Rt < -^A, ecc. ecc. Se non si avesse 
mai un ultimo resto, se ne potrebbe sempre trovare uno mi- 
nore di C, perchè -^A, -jA, -^A,... decrescono indefini- 
tamente; ma ciò è assm-do perchè C, essendo summultipla 
comune di A, B, deve divider tutt t , dunque 

si deve necessariamente trova n ilt m to lo sarà la 
grandezza massima summultipl con n t 

Corollario. — Se le due and d t commen- 

surabili, applicando l'operazloi d lam rviti per 

risolvere il problema precede t i ad un 

ultimo resto , e viceversa. 
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Problema 3" — Date due grandezze commensurabili, tro- 
vare la loro minima multipla comune. 

Se le date grandezze commensurabili sono A, 5, e se la 
loro massima summultipla comune, che sappiamo sempre tro- 
vare (476, Pr. i°), è C=: — A=— B, abbiamo nA=:7nB = D, 

e 7) è la minima multipla comune che si cerca. Infatti, presa 
un'altra grandezza multipla comune D'^^n'A = m'B, si ha 

— A = —f B^=C , e C e una summultipla comune minore 

1 1 

della massima C, quindi — A > -^-i A, ossia m < m' 

(471, G. 5»), e perciò mB < m'B, ossia B' > I). 

iH. I seguenti teoremi ci forniscono esempi impoi-lanli 
di grandezze incommensurabili. 

Teorema 1° — Due segmenti sono incommensu- 
rabili, se il quadrato di uno è equivalente al ret- 
tangolo dell'altro e della loro diiferenza. 

Se un segme nto AB è diviso da un suo punto D in modo 
che sia AD* = AB.BD (362, C. 3°), i sementi AB, AD sono 
incommensurabih . 

Se ABC è un triangolo isoscele, e se l'angolo A. BG è la 
metà degli angoli RCA, CAB (114, Pr.), essendo AD^ = AB.BD, 




abbiamo AD = CD s BC (362, C. 3-), e BCD è pure un triangolo 
isoscele che ha ciascuno dei due angoli uguali doppio del ri- 
manente. 
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Applichiamo ai segmenti AB, AD la regola stabilita (476, Pr.l") 
per trovare il segmento massimo summultiplo comune, bo esiste. 
Dividendo AB per AD troviamo ED come resto , ora dobbiamo 
divìdere AD per BD. La retta DE, parallela ad AC e condotta 
per D, incontri BG in E; l'angolo G.DB essendo la metà di 
B.CA è pure la metà di CAB, e quindi uguale a G.DA, ma 
evidentemente DTEC = dTDA, dunque DTÈC = d3B, il trian- 
golo ODE è isoscele, e DB = CE. Anche BDE fe isoscele e 
BD = BB, dunque BD s CE , e BE è il resto della divisione di 
BC, ossia AD, per BD. Ora dobbiamo dividere BD per BE. Se 
la retta EF, parallela a GD e condotta per E, incontra la AB 
in P, evidentemente EFB è isoscele e ciascuno dei suoi angoli 
ug:uali è doppio del rimanente, per cui EB = EF = FD, ed il 
resto della divisione di BD per BB è BF. Dividendo BE per 
BF, se la retta FG, parallela ad AC e condotta per F, sega 
BC in Q, troviamo BG- per resto. Proseguendo con queste 
costruzioni è chiaro che si trovano tutti i successivi resti, che 
andranno indefinitamente decrescendo, senza mai trovarne uno 
summultiplo del precedente, dunque i due segmenti AB, AD 
sono incommensurabili (476, G.). 

Teorema à° — Una diagonale di un quadrato ed 
uno dei lati sono due segmenti incommensurabili. 

Dato un quadrato ABGD è noto che una diagonale AG è 
maggiore di un lato AB. Dividiamo AG per AB ; se sopra AG 
prendiamo il punto E, in modo che sia AEs AB, il resto è EC, 
poiché essendo AC < AB + BC, ossia AC < 2 AB, il segmento 
AB non può essere contenuto in AG più di mia volta. Adesso 
dividiamo BC per il primo resto GB, se nel piano del quadrato 
conduciamo la retta EF perpendicolare ad AC, che incontri 




BC in F, si vede facilmente che CE ^ EFs BF, quindi OE i 
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contenuta due volte in BG, e se G è un punto dì GP, tale che 
sia CE = GG-, il resto delia divisione è FG. Proseguendo colle 
successive costruzioni dobbiamo dividere EG = BF per FG, 
quindi ci troviamo nello stesso caso precedente, avremo un 
resto HK, ed PG sarà contenuta due volte in EP, e cosi di 
s^uito, sempre l'ultimo resto sarà contenuto due volte nel 
penultimo e vi sarà ancora un resto, dunque i due segmenti 
AG, AB sono incommensurabili (476, C). 



2. Misura di una grandexisa 
rispetto ad una data unità, 

498, Teorema. — Date due grandezze commen- 
surabiìi, se una loro suramultìpla comune è contenuta 
m volte in una ed n volte nell'altra, il numero 
^ è costante qualunque sia la summultipla comune 
che sì considera. 

Siano A , B due date grandezze commensurabili ; se una 
summultipla comune è contenuta m volte in 4 ed n volte 
in B, e se un'altra summultipla comune è contenuta m' 
volte in A ed n' volte in B, abbiamo nA=7nB, n'A=:m'B 
(472,0.2"), da cui deduciamo nTn'A^m.m'B, mn'A^=:mm'B 
(349, T.), quindi nm' -4 =mn'A, perciò mn'='m'n (471, G. 4°, 5"), 

e finalmente — = — r > relazione la quale esprime clie il 



Definizione — Date due giaudezze onweitóiii abili -e una loro sui 
multipla coniuae e Lontenuta n a olle nella prima ed n \olte nella s 

(cnda il nuneio — <« chiama mj,U)a della puma giande/zi ijuani 

'■i prcnla pei uniti la Leonia 
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Se ^ = mC, B = nC, o, ciò che è lo stesso, se nA =: mB, 

la misura di A rispetto all'unità B è il numero — , la misura 

di B rispetto all'unità -4 è il numero -^. 

Qualora fosse A r= mB, la misura di A rispetto all'unità B 

i 
sarebbe m, e la misura di B rispetto all'unità A sarebbe — . 

«9. Corollari. — 1" Se A:=A', la misura di A rispetto 
ad U come unità è evidentemente uguale alla misura di A' 
pure presa rispetto ad f come unità (473, C. 1"), e viceversa. 

2° Se n^^w(7,n'^'=m'f' troviamo che nm'^=mm'f7, 
■mn'A'^m,m'U, per cui nm' A=:.ìnn' A' . Ora, supposto A%A!, 
deve essere nn^^nvi^ (471, G. 4°), e quindi - 5 —■ Ana- 
i dimostra che sq —%~;h A%A'. 



Date due grandezze, se la prima è maggiore o minore 
della seconda, e se sono commensurabili con una stessa unità, 
la misura della prima è maggiore minore della misura della 
seconda, e viceversa. 

3" Se «i4,=:OT.,f7, M^Aj=:m2 E/,..., abbiamo subito 

A^-^^ ~ V, -4j = — ^ f7, . . . , da cui si deduce, avendo posto 

_m_m, , M^ X— -4, + ^, + ..., che 4;^— U. Ana- 

lesamente si dimostra che se A-=: — U, la grandezza A è 
somma delle A^, A^,... 

Date più grandezze, commensurabili rispetto ad una slessa 
unità, la somma delle loro misure è la misura della loro 
somma (473, C. 2°), e viceversa. 

4° Avendo detto (344, D.) che se una grandezza è somma 
di altre grandezze, ciascuna di esse è differenza della somma 
e delle altre, deduciamo dal corollario precedente che : 

Data una grandezza differenza di altre, commensurabiU con 
una stessa unità, la misura della differenza (473, C. 3°) è la 
differenza delle misure delle altre grandezze. 

480. Teorema. — Se due variabili convergenti 
sono commensurabili rispetto ad una stessa unità, 
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le loro misure sono due numeri, uno continuamente 
crescente e l'altro continuamente decrescente, la cui 
differenza decresce indefinitamente. 

Siano V<W le due date variabili convergenti, commensu- 
rabili rispetto ad una stessa unità U, in modo che si abbia 
nV=mU, n']V=m'U, e quindi siano— , -^ due numeri, 

variabili, misure di V, W. Considerato uno stato qualunque 
F della variabile decrescente, ne esiste sempre un altro r,< V, 
supposto elle sia — ^ la misura di V^, sappiamo che — '- < — 

(479, C. 2"), dunque — è continuamente decrescente. Consi- 
derato uno stalo qualunque W della variabile crescente , ne 
esiste sempre un altro W, > W, supposto che sia — p la mi- 
sura di W,, sappiamo che —^ > —r (479, C. 2"), dunque —r è 
ni n n 

continuamente crescente. Ora sia - un numero razionale qua- 

1 
lunque, esiste sempre una grandezza pU eA una sua sum- 

multipla secondo 5 (470), sia Je^=— U. Poiché V — W de- 
cresce indefinitamente, potremo prendere sempre V — W<A, 
ossìa — U— -j-lK- V; ma la misura di — U ^ '^ ^ 

— — -^ (479, G. 4°), la misura di — f è — , dunque avremo 
n n'^ "- ' " q g' ^ 

- — -^<~ (479, C, 2»), ciò mostra che la differenza delle 

misure di V, W decresce indefinitamente. 

Corollario. — Abbiamo convenuto, concedendo un postu- 
lato, di ammettere l'esistenza di una grandezza limite di due 
variahilì convergenti. Lo loro misure sono due numeri variabili 
razionali, uno continuamente decrescente e l'altro continua- 
mente crescente, tali che la loro differenza decresce indefini- 
tamente, e nell'Algebra esprimiamo questa proprietà con un 
postulato analogo, convenendo di dire che esiste un numero, 
razionale irrazionale, limite dei due numeri variabili- 
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481, Teorema 1" — Se due variabili convergenti 
e la loro grandezza limite sono commensurabili con 
una stessa unità, le misure delle due variabili hanno 
per limite la misura del limite. 

Infatti se L=^lim. {V, W), e se le misure di L, V, W, 
rispetto ad una unità 17 colla tjuale siano commensurabili, sono 

i numeri l, — , — y, essendo F>L> W abbiamo — >;> -;, 
e quindi l è limite di — , ^ {480, C). 

Teorema 2° — Se le variabili convergenti di due 
coppie sono commensurabili con una stessa unità, ed 
hanno limiti equivalenti, le loro misure hanno limiti 
uguali. 

Sia L^lim.{V, TT), Li=lim.(r^, W^), L—L^, siano V, W, 
Vj, TF, commensurabili con una stessa unità U, e siano rispet- 
tivamente — , —r\ ~ , — 7" le loro misure, l, l^ i loro limiti, 



per cui potremo porre — >•* > —j , ~^ > ^i > - 
equivalenti i limili L, L, avremo sempre F> W,, V',> W 
(392, T. i"), e per ogni stato di V potremo trovai'e uno stato 
minore di Fj, per ogni stato di VF potremo trovare uno stato 
maggiore di W, (387, T. i"). Ne segue cbe per uno stato qua- 
lunque del numero — ne esisterà uno minore di — '-.ma 

>i,, dunque— >?!,■ per uno stato qualunqne del numero 

ne esisterà uno maggiore di — 7-, ma — r<^i' tliinque 

■ > ?i , ed abbiamo ~ > ^^ > ~ . Essendo l, li compresi fra 

— , -Ti sappiamo dall'Algebra che si pone ^=;i. 

482. I teoremi precedenti giustificano la s^uente esten- 
sione della definizione per la misura di una grandezza, la quale 
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definizione, nel caso di grandezze commensurabili, racchiude 
quella già data. 

Definizione. — Si dice mimira di una grandezza, limite di due variabili 
convergenti, commensurabili rispetto ad una stessa grandezKa, unità, il 
numero limite delle misure delle due variabili. 



Teorema. — Una grandezza data, rispetto ad 
data unità, ha sempre una misura, ed una sola. 



una 



Sia A la grandezza data, ed U la data unità. Se ^ ed U 
sono commensurabili, fe chiaro che A ha sempre una misura 
rispetto ad U, ed una sola (478, T.). Supponiamo ora che A 
ed U siano incommensurabili. Presa una grandezza nA > U, 
ciò che è sempre possìbile, anche se A<iV, tra le successive 
grandezze multiple di V nessuna sarà equivalente ad nA, 
perchè per ipotesi ^ ed P sono incommensurabili, e due con- 
secutive mfJ, (m+1) V comprenderanno nA, per cui avremo 

mU <nA<{m-\-Ì) U, ovvero —U<A< V. Essendo 

!^E^_^ E;=(^lt±i_^J U=^^U è cbiaro che, au- 
TO + i m 

montando n, la differenza delle variabili V, ^ U de- 
cresce indefinitamente, e che gli stati successivatnente decre- 
scenti deUa prima e gli stati successivamente crescenti della , 
seconda si possono considerare come stati successivi di due 
variabili convellenti V, W, che hanno per lìmite A. Ora V, W 
sono evidentemente grandezze commensurabili con U, dunque 
A, rispetto all'unità U, ha una misura, ed una sola (481, T. 3"), 

Corollario. — Inversamente, data l'unità di misura U, 
un numero qualunque ( è misura di una grandezza A. Se ? è 
razionale, supponiamo 1=^, la grandezza A^^~ U ha per 
misura /, rispetto all'unità V. Se ^ è irrazionale si può sempre 
considerare come limite di numeri razionali — , —7-, il primo 
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continuamente decrescente , il secondo continuamente cre- 
scente, e tali che li primo sia sempre maggiore del secondo, 
mentre la loro differenza decresca Indefinitamente. Ora si vede 
suiito che V=z — V, W-=—fJJ sono due variabili conver- 
genti, e se A = lim.{V, W)(P. XI) ^ è la misura di A rispetto 
all'unità U. 

1S3. Le considerazioni precedenti mettono bene in evi- 
denza lo scopo della richiesta del nostro ultimo postulato, e 
dell'analogo che si domanda nell'Algebra. 

4S4. Corollari. — 1" Se ^ ^^ A', la misura di A rispetto 
ad U come unità, anche qpiando A, U e quindi A', U sono 
incommensurabili (479, G. 1"), è uguale a quella di A' rispetto 
ad U come unità (385, T. 1°), e viceversa. 

^f^ìaL^Um.iV, W), L^^Um.{V^, TT,), F, W; V„ W, 
siano commensurabili con U, siano rispettivamente — , — y ; 
— , — ~ le loro misure, ed l, L i limiti di gueste misure, cioè 
le misure di L, L,. Noi poniamo L> L^ se r> W, , senza 
essere sempre V^> W (393, D.); ora, quando F> W, , per 
ogni stato di Tsì può trovare uno stato minore di F, (387, T. 1"), 

quindi per ogni stato di — si può trovare uno stato minore 
di — i-, e sappiamo dall' A^ebra che in questo caso si dice 
l'> li- Analogamente si dimostra che se l> t^ si ha sempre 
V^> W„ e quindi i>i,. 

Date due grandezze, se la prima è maggiore o minore della 
seconda, anche se sono incommensurabili con una stessa unità 
(479, G, 2"), la misura della prima è maggiore o minore della 
misura della seconda, e viceversa. 

3" Se L,:=Um.{V^, W^ L^ = lim,.{y^, W^,..., e se 
L = ii + I,4-f ..., V=F,+ F,+ ,.., W=Wi+W^-\-..., 
sappiamo che L = lim. ( V, W) (389, D.). Ora, se F, , W, ; 
V-u T^s ; . ■ - sono commensurabili con V, e le loro misure sono 
rispettivamente — , — v ; — ■ —4- ; ■ ■ ■ , anche F, W sono 

* «( M( % Wj' 
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coromensurabili con U (473, C. 2°), e le loro misure sono 
!^_^-[-!!^-},,..., ^ = ^4--^-|-... (479.0.3"). Chia- 
mati /,, Ij,... 1 limiti di — , ■—■ ; —, —■; . ■ , cioè le mi- 
sure di L,, L^,.., la misura ^ di L è il limite di — , — ~ , e 

sappiamo dall'Algebra che proprio in questo caso si pone 
^:;r:;|-|-ij, -)-,., Analogamente si dimostra che se l^^li-^-l^-}-..., 
il numero l è misura di una grandezza L limite di V, W, e 
quindi somma di i, , ij , . . . 

Date più grandezze, anche se sono incommensurabiU rispetto 
ad una ste^a unità (479, C. 3°), la somma delle loro misure è 
la misura della loro somma, e viceversa. 

4° Dalla definizione stessa di differenza discende che : 

Data una gi'andezza differenza di altre, anche se sono 
incommensurabili con una stessa unità (479, C. 4°), la misura 
della differenza è la differenza delle misure delle altre gran- 
dezze, e viceversa. 

4S5. Teorema 1° — Date due grandezze ed una 
stessa unità, il rapporto della misura della prima 
per quella della seconda è costante, ed uguale alia 
misura della prima quando sì prenda per unità la 
seconda. 

Siano A, B le date grandezze, ed U la data unità di misura. 
Presa la grandezza nB> U, se nB contiene U m volte, 
sarà TO0'5«-S<(m + 1) V, e la misura l^ di B rispetto al- 
l'unità U sarà il hmite dei numeri — , ^!tJL. (452^ t.). Presa 

la grandezza n'A>B, se n'A contiene B m' volte, sarà 
m.'B'^n'A<{m'-\-i)B, e la misura l Ai A rispetto all'unità 

B sarà il limite dei numeri ^, ^~— (482, T.). Ora, essendo 
mU'^nB <{7n-\-i)V, ne deduciamo che Tnm'U^m'nB, 
(?n+l)(m'-fl)?7>n{m'+i)B, ed essendo m'B^n'A<{m'-\-i)B 
ne deduciamo che m'nB%n'nA, n{,m'-{-i.)B>nn'A, duncEue 
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evidentemente si lia m»i'[7=«,n'A<(m-|-l)(m' 4-1)17. Si 
vede cosi che la misura l, di A rispetto all'unità CT è il limite 

mm' (m 4 11 (m' 4- 1) 
dei numeri — p, ^ ^ , (482, T.), avendo poi dimo- 

strato che l^ è limito dei numeri ~ , ^^^^ , e che l è limite 
dei numeri -^ , '^ ■ ■~ - ■ , siccome ■- "-! ■■ : -^ =; -^ , e 
— — — ,— : ^^ii- = ■ , ■ , sappiamo dall'Algebra che in 

questo caso si pone 1=-^-, dunque il teorema è dimostrato. 

Corollario. ■ — I" Questo teorema può servire per carribiare 
l'imita di misura. Se la misura di A rispetto ad (7 è i, presa 
un'altra unità di misura V, la cui misura rispetto ad U sia l', 

la misura di A rispetto ad U' ìì y. 

Teorema 2** — Se quattro grandezze formano 
una proporzione, la misura della prima sta alla mi- 
sura della seconda, presa rispetto alla stessa unità, 
come la misura della terza sta alla misura della 
quarta, presa rispetto alla stessa unità. 

Sia data la proporzione A:B::C:D, ae a,h sono le misure 
di A, B, rispetto ad una stessa unità V„ e se e, d sono le misure 
di C, D, rispetto ad una stessa unità V^, tra i numeri a, b, e, d 
esiste la proporzione a:ì)::c:a. Infatti se prendiamo due gran- 
dezze nA, nC, equimultìple di A, C, sappiamo che, qualunque 
sia «, devono contenere rispettivamente B, D uno stesso nu- 
mero m di volte, in modo che si avrà ■mB'^nA<{in-\-\.)B, 
mD<nC <{m + i)D, e le misure l, V di A, C rispetto 
alle unità B , D saranno uguali , perchè limiti ambedue 
^—^ ^dl_; ma abbiamo dimostrato che 1=:= — , l'^-^ 

(485, T. 1"), dunque -r =~ , ossia a : fi : : e : d. 

Corollario. — 2" Quando due coppie di grandezze formano 
ragioni uguali, sono uguali i rapporti delle loro misure. 
Si potrebbe facilmente dimostrare la proprietà inversa. 
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n. Applicazioni della teoria della misura. 
1. Misura delle grem^desse elementari. 

486. Riguardo alla misura delle grandezze elementari, 
oltre alle considerazioni che abbiamo svolte, sono solamente 
necessarie poche osservazioni speciali, relative alle unità di 
misura che comunemente si scelgono. 

4S9. Nell'Aritmetica si insegna a. misurare i segmenti 
sc^lìendo come unità un segmento chiamato metro, che è 
diviso in dieci parti uguali chiamate decimetri, ciascuna delle 
quali è divisa in dieci parti uguali chiamate centimetri, cia- 
scuna delle quali è divisa in dieci parti uguali chiamate mil- 



*88. Per misurare gli angoli si sceghe ordinariamente 
come unità nn angolo retto, che viene diviso in 90 parti uguali 
chiamate gradi, ciascuno dei quali viene diviso in 60 parti 
uguali chiamate minuti primi, ciascuno dei quali viene diviso 
in 60 parti uguali chiamate minuti secondi, ecc. ecc. 

Se un circolo è diviso in 360 parti uguali ciascuna è un 
arco compreso in un angolo al centro uguale ad un grado, il 
quale arco pure si chiama grado. Dividendo ciascun grado 
del circolo in 60 parti uguali ciascuna, sarà un arco compreso 
in un angolo al centro uguale ad un minuto primo, e che pure 
si chiama minuto primo. Dividendo ciascun minuto primo del 
circolo in 60 parti uguali ciascuna, sarà un arco compreso in 
un angolo al centro uguale ad un minuto secondo, e che pure 
si chiama minuto secondo, ecc., ecc. 

Corollario. — Sapendo che in uno stesso circolo due archi 
stanno fra loro come gli angoli al centro che li comprendono, 
ne deduciamo che, dati due archi, la misura del primo, quando si 
prenda per unità il secondo, è uguale alla misura dell'angolo 
al centro che comprende il primo, quando si prenda per unità 
l'angolo al centro che comprende il secondo. 
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Un arco e l'angolo al centro che lo comprende contengono 
uno stesso numero di gradi, minuti primi, minuti secondi, ecc. 

489. Per misurare i diedri sì sceglie ordinariamente come 
unità un diedro retto, che viene diviso in 90 parti uguali chia- 
mate graM, ciascuno dei quali viene diviso in 60 parti uguali 
chiamate ■minuti primi, ciascuno dei quali viene diviso in 60 
parti uguali chiamate ininuU secondi, ecc. ecc. 

Corollario. — Sapendo che due diedri stanno fra loro come 
le loro sezioni normali, ne deduciamo che, dati due diedri, la 
misura del primo, quando si prenda per unità il secondo, è 
uguale alla misura della sezione normale del primo, quando 
si prenda per unità la sezione normale del secondo. 

Un diedro e la sua sezione normale comprendono uno stesso 
numero di gradi, minuti primi, minuti secondi, ecc. 



2. Misura dei poligoni a dei polied/fi. 

490. Quando si tratta di misurare una linea, o una su- 
perficie, un sohdo, conveniamo di prendere come unità un 
segmento, ii suo quadrato, o il suo cubo. 

Defiuizioae. — La lunghezui di una linea, o Yarea dì una super- 
flcie, il vohime di un solido, e la misuri della linea, o della supei'flcie, 
del solido. 

Riterremo determinata una lunghezza, un'area, o un volume, 
se ciò sia ridotto a trovare la lunghezza di dati segmenti. 

Corollario. — La lunghezza, o l'area, o il volume, della 
somma o della differenza di date linee, o superficie, o soUdi, 
è la somma o la ditferenza delle loro lunghezze, o aree, o 
volumi (484). 

49i. Teorema 1° — Il prodotto delle lunghezze 
di due segmenti sta al prodotto delle lunghezze di 
altri due, come l'area del rettangolo dei primi sta 
all'area del rettangolo dei secondi. 
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DaU i rettangoli E, IT, dei segmenti CA, GB e C'A', C'B', 
costruiamo il rettangolo R" dei segmenti C"A" = G'A', 
C"B"sGB. Avremo evidentemente che iìiiì" :: CA :C" A", e 



e A 





che R" : R' :: C"B" : C'B' (444. C. 1"). Ora, chiamando ? 

le aree dei rettai^oli R, R', R", chiamando a, b le li 

di GA, GB = G"B" ed a\ b' le lunghezze di C'A' = G"A", C'B', 

abbiamo (485, T. 2») -^ = -^, —r =-5- , da cui deduciamo 

-^, . — r = 4- ■ u , ossia -3- — ^^ , relazione che dimostra il 

teorema enunciato. 

Corollario. — 1" Se l£ è il quadrato unità di misura, 
abbiamo r'=:i, a'=^&'=l, e quindi r = «.&. 

« L'area del rettangolo di due segmenti è il prodotto delle 
« loro lunghezze ■». 

« L'area di un quadrato è la seconda potenza della lun- 
« ghezza di un lato ». 

Teorema 3" — Il prodotto delle lunghezze di tre 
segmenti sta al prodotto delle lunghezze di altri tre, 
come il volume del parallelepipedo rettangolo dei 
primi sta al volume del parallelepipedo rettangolo 
dei secondi. 

Dati i parallelepipedi rettangoli R^ R', dei segmenti DA, DB, 




DG e D'A',D'B', D'G', costruiamo il parallelepipedo rettangolo fi" 
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dei segmenti D"A" = D'A', D"B"= DB, D"C"= DG, ed il p 
lepipedo rettangolo R'" dei sementi D"'A"'= D'A', D"'B"'= D'B', 
D"'C"' = DG. Avremo evidentemente che R:i;":: DA :D"A", 
che R" : R'" :: D"B" : D'"B'", e che R"' : R':: D"'G"' : D'G' 
(445, C. 1"). 

Ora, chiamando r, r", r" r"' i volumi dei parallelepipedi 
R, R', R", R", chiamando a, 6, e le lunghezze dei segmenti 
DA,DB = D"B", DCsD"C" = D'"G"' ed «',6', e' le lunghezze 
dei segmenti D'A' ^D"A"=D'"A"', D'B'=D"'B'", D'G', ah- 

biaino(485, T. 2°) -^=4. ^ = -^ , ~ = ~,SiScm^er 

^ . ri" r"' a b e . r a.b.c 

duciamo -^ . -rr ■ — r = -r ■ -tt ■ — r , ossia -p = -t t t j , 
r" ì"' r' a' ff e' ' t' a'.b'.d ' 

relazione che dimostra il teorema enunciato. 

Corollario. — 2" Se R' è il cubo unità di misura, abiiamo 
^'^=1, a' = &' = c'=l, e quindi r=^a.l} .e. 

€ n volume del parallelepipedo rettangolo di tre segmenti è 
« il prodotto delle loro lunghezze, cioè il prodotto dell'area 
« di wna tase per la lunghezza dell'altezza corrispondente 
« (491, C. 1°) ». 

« Il volume di un cubo è la terza potenza della lunghezza 
« di uno spigolo », 

49». Corollari. — i" « L'area di un parallelc^ammo è 
« il prodotto della lunghezza di una sua base e della lun- 
« ghezza dell'altezza corrispondente (356, C. 2°) ». 

2° « L'area di un triangolo è la metà del prodotto deDe 
« lui^hezze di una base e dell' altezza corrispondente 
« (357, G. 2°) ». 

3" « L'area di un trapezio è la metà del prodotto della 
« somma delle lunghezze delle basi per la lunghezza dell'al- 
« tezza corrispondente (356, C. 3") ». 

4° « Per trovare l'area di un pohgono possiamo dividerlo 
« prima in triangoli (359, Pr.), e poi sommare le loro aree 
« (490, C.) ; ovvero possiamo prima trasformarlo in un trian- 
« golo, e poi trovare l'area di questo triangolo ». 

5" « L'area di un poligono convesso circoscritto ad un cir- 
« colo è la metà del prodotto delle lunghezze dell'apotema e 
« del perimetro (358, C. 5°) ». 
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« L'area di un poligono regolare di n lati è n volte la 
s metà del prodotto della lunghezza di un lato per la lun- 
j grezza dell'apotema ». 

6° « L'area della superficie laterale dì un prisma è il pro- 
;< dotto delle lunghezze di uno spigolo laterale e del perimetro 
' di una sezione normale ». 

« L'area della superficie laterale di un prisma retto è il 
e prodotto delle lunghezze dell'altezza e del perhnetro di un 
« poligono base (358, C. 6°) ». 

7° «; L'area della superficie laterale di una piramide circo- 
« scritta ad un cono è il prodotto delle lunghezze dell'apotema 
« e del perimetro della sezione media (358, G. 7") ». 



493. Corollari. — i" « 11 volume di un prisma è il ps'o- 

< dotto dell'area di una sezione normale e della lunghezza di 
f. uno spigolo laterale (369, G. 4°), ovvero il prodotto dell'area 

< di una base per la lunghezza dell'altezza (371, G. 2°) ». 

2° Il volume di un prisma convesso, circoscritto ad un 
!< cilindro, è la metà del prodotto delle lunghezze dell' al- 
» tezza, dell'apotema, e del perimetro di una delle sue basi 
« (371, G. 3») ». 

3° « Il volume dì una piramide è il terzo del prodotto del- 
■5 l'area della base e della lunghezza dell'altezza corrispondente 
« (397, G. 1°) ». 

4" « 11 volume di una piramide convessa, circoscritta ad un 
« cono, è due terzi del prodotto delle lunghezze della sua al- 
« tezza, del perimetro e dell'apotema del suo poligono base 
« (397, G. 3") ». 

5" « Per trovare il volume di un poliedro possiamo divi- 
« derlo prima in piramidi (400, Pr. i"), e poi sommare i loro 
« volumi, ovvero possiamo prima trasformarlo in un teti'aedro, 
« 0, poi trovare il volume di questo tetraedro ». 
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3. Misìt/t'a del Hreolo. 



4»4. Sappiamo che la ragione di un circolo e del suo dia- 
metro è costante ed uguale alla r^ione della superfìcie del cir- 
colo e del qiiadrato del suo raggio (463, C. 1°, 2"). Se cliiamiamo 
r la lunghezza del raggio di un circolo e, l la lunghezza ed a 

l'area di questo circolo, il rapporto g- è uguale al rapporto 
"if , ed è un numero costante irrazionale che si indica con ti e 
si può calcolare approssimativamente con un errore piccolo 
quanto si vuole (N. XXXI). 

Prendendo per unità di misura il raggio di e ed il suo qua- 
drato, abbiamo r — l,r' = i, e deduciamo cht!-g=Tr^o, 
dunque il numero tt è la metà della lunghezza del circolo il cui 
raggio è l'unità di misura, o anche l'area di questo circolo. 

49S- Corollari. — 1" « La lunghezza di un circolo ò Sur, 
« se r è la lunghezza del suo ra^o ». 

Infatti la lunghezza di un circolo sta a quella del circolo di 
raggio unità, cioè a Stt, come la lunghezza r del suors^gio 
sta ad 1 (463, T. 1"). 

2° -s Se « è la lunghezza di un arco, se r è la lunghezza del 

*; raggio del suo circolo, e se a è !a misura dell'angolo al centro 

n . j ^,^- Sitr.a 360. a 
« che lo comprende, abbiamo a =—3Tjr — , c^~g ». 

Infetti la lunghezza a dell'arco sta a quella 2vir del suo cir- 
colo, come la misura a dell'angolo al centro che lo comprende 
sta alla misura di due angoli piatii (461, C. 1°), ossia a 360 
gradi (488). 

49ft. Corollari. — 1" « L'area di un circolo è Ttr', se r è la 
« la lunghezza del suo raggio, ossia è la metà del prodotto 
« delle lunghezze del circolo e del raggio (403, G. 2°) ». 
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2° « L'area di un settore circolare è la metà del prodotto 
« delle lunghezze del raggio e dell'arco che lo comprende 
« (462, T.) ». 

Se r, a sono le lunghezze del raggio e dell'arco di un settore 
circolare, e se a è la misura dell'angolo al centro che lo 

comprende, sostituendo nella sua area, che è --— , il valore 
^° di a {495, G. 2°), troviamo che l'area del settore è ^^^■ 



4. Misura del eono e del ciUndro, 



491. Corollari. — i" « L'area della superflcio laterale di 
! un cilindro è 2nrh, se r ed /i sono le lunghezze del suo 
K ra^io e della sua altezza, ossia è il prodotto delle lunghezze 
■I. dell'altezza e di un suo circolo base (407, C. 2°) ». 

2" « L' area della superfìcie laterale di un cono è ura, 
s se r ed a sono le lunghezze del raggio della sua base e del- 
« l'apotema, ossia è2Trr't3;, se r' = -^ è la lunghezza del r^gio 

« della sua sezione media (410, C. 2"} ». 

3" « L'area della superficie laterale di un tronco di cono è 
« TT (r 4- r') ffl , essendo r", /, a le lunghezze dei ra^ delle 
« basi e dell'apotema, ossia è 2'nRa, essendo R=: — ^ la 
« lunghezza del raggio della sua sezione media (412, C.) ». 

498. Corollari.— 1" « 11 volume di un cilindro è nr*ft, 
« essendo r ed ft le lur^hezze del raggio e dell'altezza 
« (406, C. 3") ». 

2° ■« Il volume di un cono è -4;-- , essendo r ed fi le lun- 
« Khezze del raggio della base e dell'altezza (409, G. 3") ». 
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5. Miswra della afera. 



409. Corollari. — i" «L'area di una sfera è 4tij"^, se 
; ?■ è la lunghezza del suo raggio ^419, G. 4") ». 

2" « L'area di una zona o calotta sferica è 2nrh, se h 
{ ed r sono le lunghezze della sua altezza e del ra^io della 
s sua sfera (418, C. 2°)». 

3° « L'area di un angolo sferico è 2ar, se a ed r sono 

< le lunghezze della sua sezione normale e del suo r£^io 

< (468, T. 1") «. 

4° 1 L'area di un poligono sferico convesso è ar, se a 
■i ed r sono le lunghezze della sezione normale del suo eccesso 
K e del suo ra^o (468, G. 1") ». 

. 4itr-* 
500- Corollari. — 1" « Il volume di una sfera e —^ , se 

* r è la lunghezza del suo raggio (4i9, G. 3") ». 

2" « Il volume di un settore sferico è — ^ — , se r ed h 
« sono le lunghezze del suo raggio e dell'altezza della zona 
K sferica che è la sua base (417, G. 3°) ». 

3° « Il volume del solido di un angolo sferico è —x- , se 

« a ed r sono le lunghezze della sua sezione normale e del 
« suo raggio (468, G. 2") ». 
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Tsr O T E 



N. I. (Pag. 1) Le Nozioni prelim&ian sono state raccolte in 
parte nel primo volume dell'opera del Ddhamel, Des mèthodes 
dans les sciences de raisonn&memi. Può darsi che lo studente 
non riesca ad afferrarne subito il concetto e l'importanza, però 
tutta la responsabilità pesa sull'insegnante, che deve metterle 
in evidenza, farne comprendere lo spirito, e farne vedere l'ap- 
plicazione freqnente per mezzo di opportuni schiarimenti ed 
esempì, tratti, per quanto è possìbile, dalle questioni che si 
presentano neiia vita ordinaria. Nei vari casi lo studente sarà 
bene esercitato tacendogli riconoscere se un certo ragionamento 
è induttivo o deduttivo, se una definizione racchiude tutti i 
i caratteri domandati, ecc. ecc, Un abile insegnante può anche 
innestare opportunamente queste nozioni nel testo, porgendo 
allora di mano in mano i migliori esempi, che sono quelli 
tratti dalla Geometria. Questo compito può anche essere age- 
volato da alcune delle s^uenti note. 

N. II. (Pag, 1). Insistiamo sul fatto che non tutte le cose 
possono essere definite. Bisogna ammettere certe cognizioni, 
certe idee comuni, individuate dalla sola parola che le indica. 
Tutti concepiscono nettamente lo spazio, l'estensione, una gran- 
dezza, , tutte cose che nessuno potrà mai definire. 

N. II!. (Pag. 1). I mezzi di deduzione si possono compendiare 
in questi due: 

Ammesso e provato che tutte le cose di un certo gruppo 
godono una certa proprietà comune, se riconosciamo che 
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un'altra cosa appartiene allo stesso gruppo, j 
che ancie essa gode la stessa proprietà. 

Due cose riconosciute identiche possono scambiarsi in ogni 
ragionamento, (jualunque sia il modo in cui vengano consi- 
derate. 

Osserviamo poi che un rapporto si può ridurre a dipendere 
da rapporti diversi, tra i quali si possono scegliere i più con- 
venienti allo scopo proposto, 

N. IV, (Pag. 2). Stabilita la verità di una proposizione, non 
sempre si può affermare senza altro la verità della inversa. 

Date due proposizioni reciproche, riconosciuta la verità dì 
una si può affermare la verità dell'altra. 

Due proposizioni incompatibili non possono essere vere con- 
temporaneamente; ma possono essere ambedue false. Così se 
prima diciamo che una cosa è più grande di un'altra, e poi 
diciamo che è più piccola, abbiamo due proposizioni incompa- 
tibili, che potrebbero essere ambedue false, se le cose fossero 
uguali. 

Se una proposizione è falsa, la sua contraddittoria è vera, ed 
inversamente. 



N. V. {Pag. 2). Ogni scienza posa sugli assiomi e sui postulati. 
In quanto agli assiomi non possiamo fare altro che riconoscerli, 
poiché l'evidenza è il carattere che li distingue da tutte le 
altre verità. In quanto ai postulati siamo sempre liberi di con- 
cederli, purché non involgano contraddizioni. Sopra gli assiomi 
e j postulati, cioè sopra verità evidenti ed ipotetiche, purché 
compatibili ed immutabih, si può sempre costruire un sistema 
scientifico logicamente rigoroso. È poi naturale che trattandosi 
di cose ìe quali cadono sotto i sensi , volendo stabilirne la 
scienza effettiva, e non ideale, dobbiamo domandare un sistema 
di postulati sperimentali, cioè confermati dalla esperienza 
ripetuta. 

N. Yl. (Pag. 2). Molti autori nella esposizione dei loro trattati 
introducono i lemmi e gli scoli. Chiamano lemma una propo- 
sizione impiegata sussidiariamente per la dimostrazione di un 
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teorema, o per la soluzione di un problema , chiamano scoli 
quelle osservazioni fatte sulle proposizioni, e che tendono a 
farne vedere il leganse e l'utilità. 

N. VII. (Pag. 3), Pascal (Pensèes) propone le seguenti regole: 
Begole per le defiuizioui. 
« i. Non imprendere a definire alcuna delle cose talmente 
« cognite per se stesse, che non vi siano termini più chiari 
« onde spiegarle ». 

« 2. Definire tutti i termini oscuri o equivoci ». 
« 3. Nella deiìnizione dei termini impiegare solamente 
« parole perfettamente cognite e già spiegate », 
Regole per gli assiomi. 
« 1. Non mettere alcuno dei principi fondamentali senza 
« avere domandato se si accorda, per quanto sia chiaro ed 
« evidente ». 

« 2. Non domandare come assiomi altro che cose evidenti 
« per se stesse ». 

Regole per le dimostrazioni. 
-s 1. Non imprendere la dimostrazione delle cose che sono 
« talmente evidenti per se stesse, che non vi sia nulla più 
« chiaro per provarle ». 

<t. a. Provare tutte le proposizioni un poco oscure, e nella 
« loro dimostrazione non impiegare altro che assiomi eviden- 
« tissimi, proposizioni già accordate o dimostrate ». 

« 3. Sostituire sempre mentalmente le definizioni al posto 
« dei definiti, onde non ingannarsi coll'equivoco dei termini 
« che le definizioni hanno ristretto ». 

« Le prime regole di ciascuna parte possono trascurarsi 
« senza errore ». 

« Possono muoversi tre obiezioni principah. Una, che questo 
« metodo non ha nulla di nuovo, l'altra che è Èicilissimo ad 
« impararsi, e infine che è abbastanza inutile, perchè il suo 
« uso è quasi linchiuso nelle sole materie geometriche ». 

« Bisogna dunque far vedere che nulla è cosi sconosciuto, 
« nulla più difiìciie a porre in pratica, e nuila è più utile e 
« più i 
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N. Vili. (Pag. 3.). EocLiDE negli Elementi definisce così 
l'analisi e la sintesi; 

« Che cosa è l'analisi e che cosa è !a sintesi? » 
« L'analisi è l'ammissione della cosa cercala, come accor- 
« data, per dedurne delle conseguenze che conducano a qualche 
« verità stabilita ». 

« La sintesi al contrario consiste nel partire dalle cose 
« accordate, e dedurne conseguenze che conducano alla cono- 
« scenza della cosa cercata ». 

Anche Pappo nelle Collezioni matemaiiche definisce l'ana- 
lisi e la sintesi come Euclide. 

Ora, ammessa una proposizione, se si deducono « conse- 
guenze che conducano a qualche verità stabilita » non pos- 
siamo concluderne la verità della proposizione, perchè una 
proposizione vera si può ridurre a dipendere , con ragiona- 
menti giusti, da proposizioni false. Non è dunque sempre esatto 
il metodo analitico come l'intendevano gli antichi. Anche altre 
obiezioni si potrebbero fare riguardo all'applicazione della loro 
analisi alla risoluzione dei problemi. Il metodo esposto nel 
testo è stato enunciato cosi rigorosamente da Duhamel, il quale 
dopo avere discussa l'analisi e la sintesi definita dai Greci, con- 
clude dicendo : « Ciò farebbe credere che non comprendessero 
« bene nettamente il valore del loro metodo *. 

N. IX. (Pag. 4). « Nelle questioni più ordinarie della vita, 
« qualunque cosa ci proponiamo, ci domandiamo necessaria- 
« mente quale è quella che dobbiamo fare prima, e che con- 
« duri'à alla proposta. Se questa nuova cosa non può essere 
« fatta immediatamente, si cerca da quale dipende, e cosi di 
« seguito, finché troviamo quella dalla quale si dove cominciare. 
« Conoscendo allora il punto di partenza, ci resta da fare suc- 
« cessivamente tutte queste cose nell'ordine inverso a quello in 
f cui le abbiamo scoperte. In questo modo facciamo prima 

« un'analisi, e poi una sintesi Lo spirito umano procede 

« nello stesso modo nelle questioni piti umili, e nelle più tra- 
« scendenti » (Duhamel, 1. e). 

N. X. (Pag. 4). La riduzione all'assurdo è stata usata troppo 
frequentemente dai Geometri antichi, e specialmente da Bu- 
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GLiDE « il quale prima dì tutto si preoccupava dì chiudere la 
« bócca ai sofisti, clie la Grecia aveva il torto di prendere sul 
« serio ». (HoùEL, Essai criUque sur les prtncipes fonOameri- 
taucc de la QéomèMe élémentaire). 

N. XI. (Pag. 5). Ammettendo che nello spazio non vi siano 
interruzioni, non vi siano limiti, non si deve dedurre che è 
infinito, ma solamente illimitato. Infatti noi possiamo concepire 
spazi, come quello occupato dalla nostra terra, i quali siano 
rientranti in se stessi, illimitati e non inrmiti. 

N. XII. (Pag. 5). La parola Geometria, -misura della terra, 
accenna ad uno scopo primitivo a 1 una serie di ricerche da 
cui poi è sorti la scienza dt 11 esten^iione 

N. XIII (Paet ^) Siamo hberi di piendeie per fondamento 
della Geometria qualunque sistema di po^ifulati, purché non 
involgano contradizioni E quindi po'ìiibile pensare estensioni 
e spazi di natuia diversa e stabilire diverse Geometrie ideaii, 
tutte logicamente possibili (N "V) Volendo pero studiare l'esten- 
sione quale si manifesta ai nostri sensi, ossia le proprietà dello 
spazio in cui viviamo, dovremo trarre il sistema dei postulati 
fondamentali osservando razionalmente ì risultati della espe- 
rienza ripetuta. Con tutto ciò rimane sempre un certo arbitrio 
nella scelta dei postulati fondamentali, conviene prendere quelli 
più semplici e più facilmente veriflcabUi. Dovrebbero essere 
tutu indipendenti,- e ridotti al minor numero i 



N. XIV. (Pag. 5). Helmholtz (E/e&w den Vrsprung und 
die Bedeutung àer ffeometrischen Axtome — Pa^ul&re wis- 
senschaftliche Yortràge — Heft 3) osserva che per assicurarci 
delia solidità, della posizione invariabile dei corpi e dei loro 
elementi, possiamo ricorrere solamente alla esperienza come 
testimonio, poiché ci mostra che possono sovrapporsi in qua- 
lunque luogo, in qualunque tempo, prima o dopo il loro movi- 
mento. Però non potrebbe darsi che i due corpi sovrapposti 
) nello stesso modo? Cioè non potrebbe darsi che gli 
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i quali ci sembrano solidi, compreso il nostro corpo, 
ì simultaneamente delle variazioni corrispondenti? 
In questo caso dovremmo modificare contemporaneamente tutto 
il sistema dei fondamenti della fteometria. 



N. XV, (Pag. 7). Per convincersi che la retta ed il piano non 
possono essere definiti è utile esaminare criticamente le più 
note definizioni che ne sono state date. Cominciamo dalla retta. 

Euclide dice: « La retta è quella linea che giace ugualmente 
« sopra i suoi punti ». Questa definizione, abbastanza oscura, 
s'interpreta da tutti dicendo: « La retta è quella linea che 
« viene divisa in due parti uguali da ciascuno dei suoi punti », 
ma la proprietà non è sufficiente, perchè la posseggono anche 
altre linee, p. es. l'elica. Euclide stesso trova necessario comple- 
tare la sua definizione, poiché nel 1° postulato dice: « Si può 
« tirare da un punto qualunque a qualsivoglia altro punto una 
« linea retta », e nella 10" delle Nozioni comuni aggiunge : 
« Due linee rette non possono racchiundere uno spazio ». Ora 
ciò equivale ad ammettere che per due punti passa una retta, 
e che ve ne passa una sola, e quindi a riconoscere che la de- 
finizione, non bastando a caratterizzare la linea retta, non è 
una definizione. Le proprietà della retta richieste da Euchde 
si potrebbero riassumere nel seguente postulato, che poco dif- 
ferisce da queUo domandato da noi nel testo. « Esiste una linea 
« chiamata retta, che è divisa in due parti uguali da ciascuno 
« dei suoi punti, ed è determinata ed unica quando ne sono 
« assegnati duo ». 

Molti autori, tra i quali Lkgendre, abbandonando la via se- 
guita da EuciJDE, hanno detto: « La retta è il più corto cam- 
« mino da un punto ad un altro », e sono caduti in una defi- 
nizione meno accettabile della prima. È vero che tra tutte le 
hnee che congiungono due punti la retta è la minima; ma 
qu^ta proposizione e effettivamente un teorema la cui dimo- 
strazione ha già bisc^no del concetto di distanza, di misura, 
e di molte altre proposizioni. « Che diremmo di un autore il 
« quale definisse il circolo come ia curva di area massima tra 
« quelle che hanno un dato perimetro? Sarebbe dìfilcile dedurre 
« semplicemente da questa definizione le proprietà fondamen- 
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« tali del pircolo. Gontuttociò è questo stesso processo che 
« seguono" la ma^ior parte degli autori per definire la retta, 
« e solamente la forza dell'abitudine ci impedisce dì sentirne 
« la stranezza » (Houbl, 1. e). 

Alcuni definiscono la retta come la linea che conserva in 
tutti i suoi punti la alessa direzione; ma come farebbero a 
dare il concetto di direzione, senza supporre posseduta l'idea 
della retta ? 

Anche il piano non può essere definito. Euclide dice: «-lì 
« piano è quella superficie che giace ugualmente sopra le sue 
« linee rette ». Erone dice : « La superficie piana è quella su 
« cui si può adattare ovunque la lìnea retta ». Quest'ultima 
definizione si riduce a dire : « Il piano è quella superficie la 
*c quale contiene tutte le rette che la incontrano in due punti ». 
Però, se già non si pteaedesse nettamente l'idea della superficie 
piana, e delle sue proprietà fondamentali, potremmo doman- 
darci: esiste realmente una!super{ìcie che contiene tutte le 
rette le quaU la incontrano in due punti ? Ammessa pure la 
sua esistenza, potremmo con una simile proprietà fercì un con- 
cetto chiaro del piano? 

Yari autori hanno cercato di togliere i postulati del piano 
ammettendo solamente quelli della retta, e poi determinando 
il piano con una sua generazione. 

Però lo scopo non è stato raggiunto. hanno introdotto altri 
postulati, i quali si riducono a quelli del piano che volevano 
evitare, o i loro ragionamenti non posse^ono quel rigore che 
si deve pretendere in questioni eoa deUcate. La causa nascosta 
sta in ciò : il nostro postulato in completa il postulato II, am- 
mettendo l'esistenza di una superficie che contiene tutte le 
rette le quali la incontrano in due punti. 

Crii autori moderni, convinti dell'impossibilità di definire la 
retta ed il piano, hanno opportunamente domandato le loro 
proprietà caratteristiche per mezzo di postulati. Citeremo p. es. 
HoiiBL (1. e), Faifoper, {Elementi <Xi Geometria). 1 nostri 
postulati li. 111 sono quelli di Faifofbr completati, ed enunciati 
più rigorosamente, dicendo che colla rotazione della retta in- 
torno ad un suo punto, o del piano intorno ad una sua retta, 
ambedue le parti della retta, o del piano, possono venire a 
ì per un punto arbitrario dello spazio. 



y Google 



— 464 — 
N. XVI. {Pag. 7). Hotìel {1. e.) osserva cJie: 
« È in s^uito ad una confusione d'idee che molti Geometri 
! vt^lioRO bandire dagli Elementi di Geometria la considera- 
< zione del movitnento. L'idea di movimento, astrazione fatta 
K dal tempo impiegato a compirlo, non può dipendere da altra 
i scienza che dalla Geometria pura. È vantaggioso introdurre 
K questa idea di movimento geometrico più presto, più esplici- 
i tamente che è possibile. Si guadagna molto sotto l'aspetto 

K della chiarezza e della precisione dei linguaggio 

s D'altra parte è ciò che fanno tutti gli altri senza saperlo, 
K e loro malgrado, e sarebbe difflcile trovare una sola dimo- 
K strazione di una proposizione fondamentale di Geometria, 
X nella quale non entri Videa di movimento geometrico, più 
« meno travisata ». 

N. XVII. (Pag, 9). Per dimostrare l'uguaglianza di due flgiu-e 
1 far vedere che possono coincidere, ciò suppone che sia 
) il loro movimento senza deformazione. È manifesta 
dunque l'importanza del postulato I, dovendo ricorrere ad esso 
ogni volta si tratti di vedere se due figure sono o no uguali. 
EtictiDE l'usa sempre tacitamente. 

N. XVIII. (Pag, 17). Fra gli autori che conosciamo, Sannia. 
e D'Ovidio {Mementi di Geometria) sono i soli che intro- 
ducono questo postulato, enunciandolo separatamente per i 
segmenti, per gli angoli e per i diedri. Pure è di vm uso con- 
tìnuo ed Euclide stesso lo applica fino dalle prime proposi- 
zioni. Da questo pftìtulato discendono immediatamente i due 
i teoremi: 
i 1° Se due rette, o due piani, s'incontrano, gli angoli op- 
« posti al vertìce, o ì diedri opposti allo spigolo, sono uguali 
« (33, T. 1») (39, T. 1") ». 

« 2° Gli angoli alla base di un triangolo isoscele sono 
uguah (99, T. 1") *. 

N. XIX. (Pag. 29). Euclide basa la teoria delle parallele 
sopra la 11" delle Nozioni comuni: « Se una linea retta ca- 
« dendo sopra due altre fa gU angoli intemi da una medesima 
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« parte la cui somma sia minore di due retti, quelle due pro- 
« lungate da questa parte s'incontreranno (113, G. 2°) », am- 
mettendo cosi un postulato che equivale al "VII da noi do- 
mandato. Da Euclide fino a Legbndre furono fatti numerosi 
tentativi per dimostrare il postulato delle parallele, finché 
GA.DS8, LoBATscHEwsKY e J. BoLYAi facendone astrazione sta- 
bilirono un sistema completo di Geometria, e posero fuori dì 
dubbio che si era tentato di dimostrare una cosa la qiiale non 
è dimostratile. Altre bellissime ricerche sull'argomento si de- 
vono a RiEMANN, Helmholtz, Beltrami, . . . . , ma non è qui il 
luogo di parlarne. Dei lavori di Gauss, iniziati fino dal 1792, 
abbiamo solo poche notizie nelle sue lettere scritte a Schu- 
macher nel 1831, però conosciamo le ricerche latte indipen- 
dentemente da LOBATSCHEWSKY (') 6 da J. BOLYAI ("'). 

Noi faremo vedere solamente come si possa stabilire una 
teoria delle parallele indipendente dal postulato di Euclide. 
Potremo così riconoscere la differenza che esiste tra l'antica 
Geometria, detta eticlidea, e la nuova, detta da vari autori 
astratta, immaginaria, non-euclidea. 

Data una retta Kfi^ ed un punto P„ fuori di essa, Éicendo 
astrazione del postulato YII, ammetteremo che per P^, nel 
piano PiAiB), si possano condurre infinite rette che incontrino 
A,Bj ed infinite che non la incontrino. Se una CD di queste 
rette taglia AjBj in P^, rotando nel piano PiA,Bj intorno al 



(') Neue AnfanffSffriinde der Geometrie mit einer ■ooUslSndiffen 
Tkeorie der Parallelen (Corriere di Kasan 1829 — Memorie delTOni- 
vemtìi di Kaaan, 1836-38). 

Geometrie imaginaire (1837, G. m Grblle, voi. 17). 

Geometrische Untersuehungen zur Theorie der ParalletUnieti . 
(Berìin, 1840), tradotto in franceso da Hoùel col titolo : Etudes géomé- 
trigues sur la théorie d&ì paraMèles, par N. Lobatschbwsky, suivi d'un 
extrait de la correspondence de Gauss et Schdmacheh (Paris, Gauthier- 
Villars, 1866). 

Pangéométrie (Kaaan, 1855). 

(•') Appendile sdmttam ^alii absolute veram exhibens Inserito 

nel voi. 1° nel Tenfam&t in etementa malheseos (Maros Vasarliely, 

183J) di suo padre U, Boltai. 

De Pmlis. — Elsmenti di CItomeiria, 80 
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punto Pi, in un dato senso, seguiterà a s^are la retta A^Bt, 
e poi finirà per non incontrarla più. Ora può darsi che vi sia 
no una posizione A.'B' limile tra quelle 
che incontrano A-jB, e quelle che non la 
incontrano, chiamando A'B' parailela ad 
AB, diremo: « può darsi che ri siano o 
^, \ Jf, no parallele condotte da un punto dato ad 

una retta data ». Consideriamo il primo 
caso. La retta CD, proseguendo a moversi sempre nel dato 
modo, passando per la posizione A'B' comincerà a non incon- 
trare A^Bj, ma poi finirà per incontrarla nuovamente, avremo 
cosi un'altra posizione limite A"B", ossia un' altra parallela, ecc. 
Senza ammettere il postulato VII vediamo quante sono le 

parallele A'B', A"B", 

Da Pj tiriamo la retta PiPj perpendicolare ad A^B,, e nel 
punto Pj tiriamo nel piano P,AiBi la retta A^B^ perpendicolare 
a PjPj. È certo che A^B^ non incontra A^B, (42, G. i°), e che 



Aie- 




quindi AiBj sta tutta da uno stesso lato di AjBj (43, G. 3°). Posto 

ciò, le parallele A'B', A"B", sono divise da P^ ciascuna in 

due parti e P^B', P,B", insieme ad k, B, stanno da uno 

stesso lato di A^B,. Di queste parti non ve ne può essere più 
di una da uno stesso lato di P^Pj, infatti, se ve no fossero due 
PjB', P|B", due rette C'D', C"D", le cui posizioni si incontrino 
prima e dopo di A'B', A"B", incontrerebbero A,B, in P^', P/', e 
le P,B', P[B" si troverebbero nell'angolo P, Pa'Pa" del triangolo 
PiPj'Pj", quindi esse, tagherebhero il lato Pa'Pj", ossia A^B^ 
(96, C.), contro l'ipotesi, dunque è pos6ibile una sola parte da 
un lato di PiP^, ed una =iola parte dall'altro lato di P,Pj, 
e perciò non sono possibili più di due parallele condotte da 
Pj ad AiB,. 
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Se A'B', A"B" sono due parallele 
condotte dal punto P^ alla retta A^Bj, 
fecendo rotare il piano P^AjE, intorno 
a P1P4, finché si scambino le due 
parti in cui è diviso dall'asse, la A'B' 

deve necessariamente venire in A"B", e viceversa, quindi 
PiTB*Pj=P^.B"p2. Ciascuno di questi due angoli uguali si 
dice angolo di paralleliSTno. 

Riassumendo : per un punto non si possono condurre rette 
parallele ad una retta data, se ne può condurre una, ed una 
sola, o se ne possono condurre due, e due sole ; basando tutte 
le ulteriori rìcerclie sopra una ijualunque di queste ipotesi, 
possibili percìiè non involgono contraddizioni, fondiamo tre Geo- 
metrie, logicamente rigorose ; si chiama ellittica la prima, pa- 
rabolica la seconda, ed iperbolica la terza. Come caso parti- 
colare della Oeometria iperbolica si può dedurre la Geometria 
parabolica, che è l'ordinaria Geometria euclidea, supponendo 
retto l'angolo di parallelismo , infetti allora coincidono A'B', 
A"B", e da Pj sì può condurre una retta parallela ad A^Bi, 
ed una sola. 

Quale delle tre Geometrie è quella dello spazio nostro? La 
questione non è ancora risoluta, però è mdiscutibile che, se la 
Geometria euclidea non è assolutamente vera, è verificata 
nei lintiU della nostra esperienza. 

I seguenti teoremi sono dimostrati ammettendo tutti i postu- 
lati da noi richiesti, eccetto il VII sulle parallele, e sono veri 
per la Geometria euclidea, cioè parabolica, e per la Geometria 
iperbolica. A tempo opportuno l'insegnante potrà far distinguere 
altre tra le principali proposizioni indipendenti dal postulato di 
Euclide. 



Teorema 1° — Un angolo esterno di un trian- 
golo è maggiore di ciascuno dei due interni opposti 
(97, C. 2°). 

Preso un triangolo qualunque ABC, costruiamo il punto 
medio del lato AG, e sulla retta BO prendiamo il punto D in 
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modo che sia BO = OD. Essendo D un punto dell'angolo esterno 




G.AE, in esso è compresa la parte di retta GD, quindi 
CAD < G.A.E; ora sono evidentemente uguali i triangoli OAB, 
OGD, dunque C.AD=aSc, e G.AB>aTbG. Analogamente dimo- 
striamo che l'angolo esterno G.BF = G.AE è maggiore di B . GA, 
dunque anche C. AB >B.GA. 

Corollario. — 1" AbbiamoGAB+cXE uguale a due retti, 
ma B.GA<CAE, dunque B-CA-j-GAB è minore di due retti. 
La somma dì due angoli di un triangolo qualunque è sempre 
di due retti (97, C. 3"). 



Teorema 2° — La somma degli angoli di un 
triangolo non può essere maggiore di due retti. 

Dato il triangolo ABC chiamiamo il punto medio del lato AG, 
e sulla retta BO prendiamo il punto D in modo che sia BO = 0D. 
Evidentemente^^B = 0^, OBG = ODA, quindi 0"G s ODA, 
A.GD s CAB, B.CD s D.AB, b3À=D.BG, perciò la somma degli 
angoli del triangolo ABG è uguale a quella degli angoli del trian- 
golo ABD e del triai^lo BGD. Ora, essendo B.CA= B^CD -|- B.DA, 
uno d^li angoli B.CD, B.DA, per esempio B.DA, è certamente 
uguale minore della metà di B.GA, dunque dato ABC pos- 
siamo sempre costruire ABD, in modo che la somma degli 
angoli di ABC, ABD sia la stessa, ed ABD abbia un angolo 
uguale minore della metà di un angolo di ABC. Posto ciò, 
se la somma degU angoli di ABC è due retti più un altro 
angolo A,.B[G, , replicando successivamente que'ita costruzione 
si può pervenire ad un triangolo A'B'G' nel quale la somma 
degli ai^li sia pure due retti più A,.B|C|, od un angolo 
A'.B'G' sia minore di AiTb^G, (383, T. 1°, C. l"ì, allora la somma 
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B'.C'A' + C'.A'B' degli altri due angoli sarebbe naturalmente 
maggiore di due retti ; ma ciò è assurdo, dunque la somma 
degli angoli di ABC non può essere maggiore di due retti. 

Corollario. — 2" Se in un triangolo ABC la somma degli 
angoli è uguale a due retti, preso un punto D sopra un lato, 
anche in ciascuno dei triangoli ABD, ACD la somma degli 
angoli è uguale a due retti ; infetti la somma 
A.BD-i- A.DG+ B.CA4- GAB + D^ + D.AG ^ 

è uguale a quattro retti, dunque la somma 
A.BD + B.DA-f D.A.B, che non può essere 
maggiore di due retti e non può essere mi- 
nore di due retti, perchè allora sarebbe 
A,DG -|- D.AC -f- CAB maggiore di due retti, sarà uguale a due 
retti, e lo stesso dicasi per il triangolo AGD. 

Teorema 3° — ■ Se la somma degli angoli di un 
dato triangolo è uguale a due retti, anche la somma 
degli angoli di un aitro triangolo qualunque è uguale 
a due retti. 

Supponiamo che sia uguale a due rettiJa somma degli ai^oh 
di ABC, e supponiamo che l'angolo aTbg non sia minore di 
nessuno degli altri due, allora ciascuno di essi ò acuto, poiché 
se fosse retto o ottuso anche A.BG sa- 
rebbe retto ottuso e la somma degli 
angoli dì ABG non sarebbe uguale a due 
retti. Ne discende Immediatamente che 
la perpendicolare AD, condotta da A al 
lato opposto BC, lo sega in un punto D 
e ci dà due triai^oh rettangoli ABD, 
ACD, in ciascuno dei quali la somma degli angoli è due retti. 
Facendo compiere ad AGD la metà di un giro intorno ad AG, 
Anche prenda la posizione ACB, abbiamo un quadrangolo ADCE, 
tale che ciascuno dei suoi angoli è retto e ciascuno dei suoi 
lati è uguale all'opposto. Facendo compiere al quadrangolo 
mezzo giro, intorno a GB, prende la nuova posizione CEG-F, 
ed è chiaro che anche ADFG- è un quadrangolo che ha gli 
ai^li retti ed i lati opposti uguali. Queste successive rota- 
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zioni possono essere proseguite finche si giunga ad un qua- 
drangolo con un iato, per es. DF, maggiore di un segmento 
dato. Analogamente, fecendo rotare quest'ultimo quadrangolo, 
compiendo la metà di un giro, intorno al lato AG, finché prenda 
la posizione AOHK, è chiaro che anche DPHK è un quadran- 
golo che ha gli angoli retti ed ì lati opposti uguali, e che queste 
successive rotazioni possono essere proseguite finché si giunga 
ad un quadrangolo con un altro lato, per es. DK, niE^giore di 
un altro segmento dato. Posto ciò, il teorema si può dimostrare 
per un qualunque triangolo rettar^oio ABC, infatti se DEFG 
è un quadrangolo che ha gli angoli retti 
ed uguali i lati opposti, tale che GD, GP 
siano maggiori dei cateti AB, AG, sot- 
traendo da OD, GF i segmenti GH, GK 
uguali ad AB, AC, abbiamo GHK= ABC; 
ora il triangolo GDF è uguale al trian- 
dDEF, perchè GD = BP, GF = ED, gTdF^eTdP, e quindi, 
D retto ciascun angolo di DEFG, è due retti la somma 
d^lì angoU di GDF, da ciò discende che è due retti quella di 
DGK e quindi quella di GHK, ossia di ABC. Giunti a questo 
punto i! teorema è subito dimostrato per un triai^olo qualunque 
ABC, perchè se A.BC non è minore di nessuno degli altri due 
. angoli, e se AD è la distanza di A da BC, 

y\\ D è un punto di BD ed è due retti la 

y^ \ somma degli angoli di ABD ed AGD, perciò 

/ I \ è quattro retti ia^somma ^ ^^^ 

^ ^^ ^^^ ^ A.BC + RCA -t- CAB + D.AB + DAC ; 
ma D.AB, D.AG sono angoli retti, dunque è due retti la somma 
degli angoli di ABC. 

Corollario. — 3" Un angolo esterno di un triangolo è 
uguale alla somma dei due interni ed opposti. 
Ammesso il postulato : 

Esiste un triangolo tale che la somma dei suoi 
angoli sia uguale a due retti, 
si può rigorosamente dimostrare quello di Euclide nel modo 
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Teorema 4° — Data ima retta, per un putito 
fuori di essa si può sempre condurre un'altra retta 
che faccia colia prima un angolo più piccolo di un 
angolo qualunque dato. 

Siano A.^B^ e P^ la retta data ed il punto dato fuori di essa. 
Da Pj conduciamo la retta P^G perpendicolare alla A^Bj, e da 
un lato arbitrarlo di G prendiamo sulla A^B^ un punto C,. 
Tirando la PiG, e prendendo, sempre dallo stesso lato di G, un 



punto Cj, in modo che sia G,Gj = CjPj, abbiamo un triangolo 
isoscele C^GjP,, quindi l'angolo esterno C^.P^G è la somma di 
GJ^.C^P^-\r■Pi■Gfi^\ ma questi angoli sono uguali, dunque G5.P1C 
è la metà dell'angolo C^.PjG. Analogamente possiamo prendere 
CjCa^CjP,, ed ottenere^l'angolo G^Tp^C metà di G^.P^C, e 
perciò il quarto di G, . PjC, e cod di seguito. Ora arriveremo 
cèrtamente ad un punto G„ per il quale l'angolo G„.P,G sarà 
minore di un angolo dato qualunque (383, T. 1"). 

Teorema 5° — Ad una retta data, per un punto 
dato fuori di essa, si può condurre una sola retta 
parallela. 

Siano A,B„ AjBj due date rette, incontrate neijiunti Pj^Pi 
da una terza CD. Se la somma degli angoli Pj.B,P,, P, .B^Pj 
è due retti, A^Bj, A^Bj non s'incon- . 

trano (42, C, 2"), e rimane da dimo- 
strare che qualunq;u6 altra retta ji~ 
AB, condotta per Pj nel piano 
P,A,Bi, incontra la A,Bj, e quindi , 
AjBg è la sola parallela che da Pj -" 
si può condurre ad AjBj. La AB viene divìsa in due parti da 
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P„ una PiB insieme ad A,B, si trova da uno stesso lato di A^B^, 
ed insieme ad una parte Pslìi di A,B, sì trova da uno stesso 
lato di CD. Se AB incontra A|B, il punto di incontro deve 
essere comune alle due parti P,B, P^Bi. Su^P^B, prendiamo 
un punto G„ in modo che sia C^.PiPs<P[.B3B. Nel triangolo 
C„P,Ps abbiamo P|_^^Ps-|-P,.G„Pi uguale^la differenza di 
due retti e di G„.P,Ps; ma per ipotesi P,.G„Pj+Pa.CX è 
uguale alla differenza di due retti e ^ Pj . BjC„ , duni^ue 
P,.BjG„^C„.P,Pj, eijuindi PnB'jG^< Pi'Tb'sB, e PiB, cadendo 
dentro l'angolo Pi-P^C^, incontra necessariamente A|B, in un 
punto di PsC„. 

N. XX, {Pag. 3i). Al postulato di Euclide sì può sostituire 
l'altro : 

Quando un piano scorre su se stesso, strisciando 
lungo un asse, esiste almeno uno dei suoi punti , 
non situato sull'asse, che si muove sopra una retta. 

Un piano n scorra su se stesso strisciando lungo l'asse DE, 
e un suo punto C, situato fuori dell'asse, si mova sopra una 
, retta FG, Chiamiamo CA la distanza di G 
dall'asse DB, e chiamiamo C la posizione che 
prende G quando A viene in B col movimento 
accennato. Evidentemente A.GD = B.C'A, 
quindi R^ è retto; di più cTaF = G\BP, 
(juindi G.AC'-f-C'.BG è uguale a due retti, 
e la somma degli angoli del quadrangolo 
ABG'G è quattro retti. I due triangoli rettangoli ABC, ABG' 
sono uguali, perchè hanno comune il lato AB mentre AG=BG', 
dunq;u6 C'A = GB e A.BG'sB.AG. Sottraendo questi due angoli 
i^ali dagli angoli retti A.BG, BAG' si trova che A.GG'=BXX!', 
perciò i due triangoli GAG', C'BG sono uguali, essendo uguali 
1 lati AG, BG' ; AC', BG e gli angoU compresi, ne deduciamo 
che G.C'A^G'IcB; ma la loro somma è due retti, dunque 
ciascuno è un angolo retto, ed è eostruito un quadrangolo 
ABG'G che ha gU angoli retti ed uguaU i lati opposti. Abbiamo 
poi veduto (N. XIX, T. 3") che ciò basta per dedurre rigoro-' 
samente tutta l'ordinaria teorìa delle parallele. 
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N. XXL (Pag. 38). La definizione esatta di angolo, come una 
parte dì piano, si deve a Bertrand {Développement nouvmu 
de la parile èlèmentaire des matfìèmaUques, Genève, 1T78), 
In Legendre poi si trova la distinzione degli angoli in concavi 
e convessi (engle rentrani, angle saUìant). 

La prima idea di estendere il concetto di angolo in modo 
che possa contenere più giri, e ijuindì la conseguenza naturale 
di estendere anche il concetto di diedro', di arco, di angolo 
sferico, forse è dovuta a Newton, certo è stata completamente 
sviluppata da MÒbitjs {Kreisverwandischaft, ecc.). 

Più che il concetto di angolo contenente l'mtero piano, potrà 
forse rimanere difficile, per i principianti, ijuello di diedro con- 
tenente l'intero spazio, ed allora potrà essere anche utile di 
considerare una sezione normale del diedro. È poi indubitato 
che bisogna introdurre questo concetto subito negli elementi 
di Geometria, facendo altrimenti non si potrebbe nemmeno 
dire che più angoli, o diedri, si possono sempre sommare. 



N. XXII. (Pag. 54). Euclide dimostra il teorema : < 
retta è perpendicolare a due rette di un piano, non ] 
è anche perpendicolare a tutte le altre sue rette ^ ricorrendo 
ai criteri che fanno riconoscere l'uguaglianza di due triangoli. 
Altre due dimostrazioni più semplici, pure poggiate sulle pro- 
prietà dei triangoli, sono dovute a Lesendre ed a Grelle, 
anzi l'ultima è quella adottata ordinariamente. La dimostra- 
zione data nel testo ha solamente bisogno delle prime proprietà 
degli angoli e dei diedri. 



N, XXIII. (Pag. 65) Si possono definire la sfera ed il circolo 
indipendentemente dal concetto di retta e dì piano. Immagi- 
nando due punti G, P dì una stessa figura , invariabilmente 
connessi, e flsssando G, si può chiamare sfera il luogo di tutte 
le posizioni possibili del punto P. Considerando due sfere 
0, a', tali che il centro C di o sia un punto dì a', mentre il 
centro G' di a' sia un puntn di o, ed ammettendo che la sfera 
divida lo spazio in due parti, ne s^ue che cf, a' devono avere 
comune una linea (89, G. 3°), che si può chiamare circolo. 
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W. BoLYAi (1. c), partendo dalla afera e dal circolo, è giunto 
a generare il piano e la retta, e quindi a stabilire le loro pro- 
prietà, con considerazioni molto eleganti. 



^ N. XXIV. (Pag. 75). Euclide ha veduto la necessità di do- 
mandare alcune concessioni per costruire le figure geome- 
triche, poiché nel primo libro degli Elementi scrive : 

« I. Si può tirare da un punto a qualsivoglia altro punto 
fi una linea retta ». 

■s IL. Si può prolungare indelìnitamente, e secondo la sua 
« direzione, una linea retta terminata ». 

« III. Da ijualsivoglia centro, e con qualsivoglia intervallo, 
« si può descrivere un cerchio ». 

In seguito alcuni autori hanno continuato a domandare questi 
postulati, ed altri li hanno omessi completamente. 



N. XXV. (Pag. 76). Il postulato ammesso per costruire le 
figure ci permette di risolvere colla Geometria elementare tutti 
i problemi la cui soluzione si può ottenere coUa riga e col com- 
passo; ma non altri. Ogni problema che si può risolvere colla 
sola riga o è di primo grado, o la sua risoluzione si può ridurre 
a quella di problemi di primo grado; ogni problema che si può 
risolvere colla riga e col compasso o è di secondo grado, o la 
sua risoluzione si può ridurre a quella di problemi di primo 
e secondo grado. Un esempio di questi problemi, la cui soluzione 
si riduce a quella di altri di grado inferiore, si ha cercando le 
tangenti comuni a due circoli di uno stesso piano (233, G. 1"). 

È certo importante trovare le soluzioni dei problemi della 
Geometria elementare; ma però se ne presentano anche altri 
che importa risolvere per le loro utili applicazioni, e la cui 
risoluzione non si può ottenere se non supponiamo esteso 
il postulato delle costruzioni, cioè se non supponiamo di poter 
porre altre linee, o superficie, diverse dalla retta e dal circolo, 
dal piano e dalla sfera. Questi problemi, che escono dal 
campo della Geometria elementare, sono di grado superiore 
al secondo. 
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N. XXVI. (Pag. 75). Chmcliamo queste note, sulle verità fon- 
ciamentali della Geometria, ripetenclo ancora che non possiamo 
individuare l'estensione senza sottoporla alla esperienza, perciò 
la Geometria non è una seienzi di puro ragionamento Bisogna 
diffidare dei trattati facili dove si pretende di dunobtraie tutte 
le venta londamenlali della Geometria Pascal (1 e ) dice : 
Sembra for'ie strano cIip la G-Pometria non po^aa definire 
alcuna delle cce che ha pei otìgetti principili Ma ciò non 
sorprenderà osservando che questa scienza ammirabile non 
poggia che sopra le cose più semplici questa stessa qualità, 
che le rende degne di essere i suoi oggetti le lende inca- 
paci di eas,eie definite m modo che la mancanza di defini- 
zione e piuttosto una perfezione che un difetto perchè non 
« viene dalla loro oscuiità ma al conti ai io dalla loi o estrema 
evidenza tale che ijuantunqu n m abbia K con\ mzione delle 
« dimostrazioni, pure ne ha tutta la certezza ». 



N. XXYII. (Pag. ,79). Riconosciuta la necessità di domandare 
il postulato delle parallele, è meglio concederlo subito e trame 
le principah conseguenze. Si potranno poi utilmente distinguere 
le proprietà che esisterebbero anche se il postulalo non fosse 



N. XXVni. (Pag. 93). Euclide , applicando la teoria delle 
proporzioni, risolve il problema : « Costruire un triangolo iso- 
■s scele che abbia ciascuno dei due angoli uguali doppio del 
« rimanente » ; un'altra risoluzione dello stesso problema, ele- 
gante ed indipendente dalla teoria delle proporzioni, è dovuta 
a FàiFOFBR, che applica invece la teoria dei poligoni equiva- 
lenti. Ora l'enunciato stesso mostra che il problema si deve 
potere risolvere senza impiegare tanti mezzi, non si vede che 
la teoria delle proporzioni o dell'equivalenza si debba assolu- 
tamente applicare, ed infatti noi lo abbiamo risoluto servendoci 
solamente delle proprietà più semplici dei triangoli. 

N. XXIX. (Pag. 275). Consigliamo la lettura di due opuscoli 
pubblicati da De Zolt sulla teoria dell'equivalenza {Principii 
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delia eguaglianza éi poligoni, preceduti da alcuni cenni cri- 
ilei sulla teoria dell'equivalenza geometrica, Milano 1881. — 
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici, 
MUano, 1883). 



N. XXX. (Pag. 3731. Qualora sapessimo costruire un segmento 
equivalente ad un dato circolo, si saprebbe costruire un qua- 
drato equivalente alla superfìcie di un circolo dato, quadra- 
tura del circolo, un quadrato equivalente ad una sfera data, 
uii tetraedro equivalente al solido di una sfera data, ecc. ecc. 
Ora tutti sanno quanti tentativi sono stati fetti per trovare la 
quadratura del circolo, ed è naturale ohe tutti siano stati inu- 
tili, avendo Lindemann (Ueier die Zahl n. - M. Annalen. 
Bd. XX. 1882) dimostrato che il problema non si può risolvere 
colla retta e col circolo (perchè il numero tt non può essere 
radice di un'equazione algebrica con i coefficienti razionali). 
Bisogna dumjue contentarsi di poter costruire dei segmenti che 
siano approssimativamente uguali ad un dato circolo ; possiamo 
ottenerli, per esemplo, costruendo le somme dei lati dei poli- 
goni r^olari inscritti, o circoscritti, che variano raddoppiando 
successivamente il numero dei loro vertici. 



N. XXXI. (Pag. 454), Sono stati dati vari metodi per calco- 
lare approssimativamente il numero tt, con un errore minore 
di qualunque numero dato. Fra i piti semplici è certo il se- 

guente: In un circolo e, col centro in C, 

supponiamo inscritto un poligono regolare 
di n vertici, un cui lato sia AB. Se le tan- 
genti a e in A, B si incontrano in D, se la 
retta CD sega AB in F, e se la tangente a 
e in F sega AB in G, è chiaro che AD è 
la metà di un lato di un poligono regolare 
circoscritto che ha n vertici, che AF è un 
lato di un poligono regolare inscritto che 
ha 2n vertici, ed AG è la metà di uniate 
di un poligono regolare circoscritto che ha 2n vertici. Se Indi- 
chiamo con P„\ Ps„ i perimetri dei due poligoni inscritti di 
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n, 2n vertici, e con P„', P^', i perimetri dei due poligoni cir- 
coscrìtti di TC e 2n vertici, avremo evidentemente P„=:nAB, 
P2,z=2nAP, P„'=2nA.D, P^^~AnkG. Sappiamo che due 
poligoni regolari sono simili se hanno uno stesso numero di 
vertici, e sappiamo che i loro perimetri stanno fra loro 
come i raggi, per cui P„' : P„ =) CD : GA. ; ma GG è la bi- 
settrice dell'angolo G . AF, dunque CD : OA : : BG : AG , perciò 
P„' ; P, : : DG : GA e componendo 

P/+ P„ : P„ : : AD ; AG :; 4mAD : 4n AG , 
ossia P„'-1-P„;P„;:2P^':P'2„. 1 due poligoni regolari di 2n 
vertici hanno i raggi GA, GG, quindi deduciamo che 
P2„:P's„::GA:CG, ma ì triangoli rettangoli AEP, GAG sono 
simili , essendo G'TÀG s G"TgF ~ A'TbF, 
per cui CA : GG : : AE : AF , 

duDcpie Pj„ : P'^„:: AE ; AF : : 3nAE : 2nAF : : n AB : 2n AF|, 
essendo 2AB^AB, e perciò P^, : P'j„ : : P„ : Pt„. 

Ora prendiamo il ra^o di e per unità di misura, e chia- 
miamo l„, l^^, IJ, l\^ rispettivamente le lunghezze di P„, P^„, 
P'n, P'g„; siccome e è il limite dei perimetrì continuamente 

crescenti , P„ P^^, e dei perimetri continuamente 

decrescenti ,P'„, P'^», , ne segue che la sua misura 

2n sarà limite dei numeri continuamente crescenti ..,l„, ?j„,... 
e dei numeri continuamente decrescenti .,, l\, l^,...,eA -^ 

sarà limite dei numeri , -y- , - 

Avendo trovato che P'„ -]- P„ : P„ :: 2. 

porre i'„ -\- l^ : l^ :: 2l\: ig„, perciò ■ 

1 1 / i i \ 
-7-=2 -p + TT ; avendo trovato che P^^:P'^^::P„\P^, 

possiamo porre ?3„ ; l'^^ :: l„: l^^, perciò l^ l\„ = l^^n i ^ 
Y- = (/-T- --p—- Questi risultati si possono interpretare 
dicendo che i numeri della serie i;- > -r - ir- ! -r~ r -r, — , 



h^ 



y partire dal terzo, sono alternativamente medi arit- 



metici e geometrici, ciascuno rispetto ai due che io precedono 
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